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Abstrak 

 

Tujuan utama dari makalah ini adalah untuk menunjukkan bahwa setiap matriks 

companion adalah serupa dengan suatu matriks pentadiagonal. Untuk mencapai tujuan 

yang dimaksud, matriks companion difaktorkan atas perkalian beberapa matriks yang 

sesuai. Selanjutnya dengan mengunakan suatu transformasi keserupaan, diperoleh suatu 

matriks pentadiagonal yang serupa dengan matriks companion semula. 

 

Kata kunci: matriks companion, matriks pentadiagonal, keserupaan matriks 

 

1  Pendahuluan 
 

Diberikan suatu polinomial derajat 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, berikut 

 

                     𝑝 𝑟 = 𝑟𝑛 + 𝑎1𝑟
𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑟 + 𝑎1 ,        (1) 

 

dengan 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1,2,… , 𝑛. Matriks 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , dengan bentuk 
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disebut sebagai matriks companion yang terkait dengan polinomial (1). Dapat 

ditunjukkan bahwa polinomial karakteristik dari matriks 𝐴 adalah 

 

𝑝 𝑟 = det 𝑟𝐼 − 𝐴 . 
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  Suatu matriks 𝑃 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , 𝑛 ≥ 3  dikatakan sebagai matriks pentadiagonal 

jika matriks 𝑃 berbentuk sebagai berikut: 

 

𝑃 =
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dimana 𝛼𝑖 ,𝛽𝑖 , 𝛾𝑖 , 𝛿𝑖 , 휀𝑖 ∈ ℝ. 
  Dalam makalah ini dipelajari kondisi-kondisi yang menjamin keserupaan 

matriks 𝐴 dengan matriks pentadiagonal 𝑃. 
 

2  Hasil Utama 
 

Lema 3.1 dan Teorema 3.2 berikut ini digunakan untuk membuktikan hasil utama. 

 

Lema 1 [1,2] Diberikan matriks companion (1.2) dan misalkan 𝐴𝑘  adalah suatu 

matriks dengan bentuk sebagai berikut: 

 

                    𝐴𝑘 =  
𝐼𝑘−1 𝑂 𝑂
𝑂 𝐶𝑘 𝑂
𝑂 𝑂 𝐼𝑛−𝑘−1

 , 𝑘 = 1,2,… , 𝑛 − 1      (2) 

dengan 

 

                𝐶𝑘 =  
−𝑎𝑘 1

1 0
   dan 𝐴𝑛 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1,… ,−𝑎𝑛), 

 

maka 𝐴 = 𝐴1𝐴2 …𝐴𝑛−1𝐴𝑛 . 
 

Teorema 2 [1] Semua matriks yang diperoleh sebagai hasil kali dari matriks 𝐴𝑖1 …  𝐴𝑖𝑛  

untuk suatu permutasi  𝑖1,… , 𝑖𝑛  dari  1,… , 𝑛  memiliki spektrum yang sama dan 

multiplisitas aljabar yang sama sehingga semua matriks tersebut adalah similar. 

Hasil utama dari makalah ini diberikan dalam teorema berikut ini. 
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Teorema 3 Semua perkalian matriks 𝐴𝑖1 …  𝐴𝑖𝑛  untuk sebarang permutasi  𝑖1,… , 𝑖𝑛  

adalah matriks companion dari 𝑝 𝑟  dan similar dengan matriks 𝐴. Khususnya, matrik 

𝐴 = 𝐵𝐶 adalah matriks companion dari 𝑝 𝑟  dan similar dengan matriks 𝐴, dimana 

𝐵 = 𝐴1 𝐴3 …  𝐴𝑘  dengan 𝑘  adalah bilangan ganjil terbesar dalam  1,… , 𝑛  dan 

𝐶 = 𝐴2 𝐴4 …  𝐴𝑚  dengan 𝑚 adalah bilangan genap terbesar dalam  1,… ,𝑛 .  

Selanjutnya, 𝐵 = 𝐶1 ⊕  𝐶3 ⊕…⊕  𝐶𝑘 ,  dimana 𝑘  adalah bilangan ganjil terbesar 

dalam  1,… ,𝑛  dan 𝐶 = 𝐼1 ⊕𝐶2 ⊕  𝐶4 ⊕…⊕  𝐶𝑚  dimana 𝑚 adalah bilangan 

genap terbesar dalam  1,… , 𝑛 . Untuk 𝑛  genap, komponen diagonal terakhir dari 

matriks 𝐶 adalah  −𝑎𝑛 , untuk 𝑛 ganjil, komponen diagonal terakhir dari matriks 𝐵 

adalah  −𝑎𝑛 . Matriks 𝐴  adalah pentadiagonal dan memiliki entri-entri yang sama 

dengan matriks companion 𝐴. 

 

Bukti. 

Pernyataan pertama dan kedua dari Teorema 3 dapat dibuktikan dengan menggunakan 

Lema 1 dan Teorema 2. Telah diketahui sebelumnya, faktor-faktor matriks 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  

adalah 
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Selanjutnya 𝐵 = 𝐴1 𝐴3 …. Untuk 𝑛 genap matriks 𝐵 adalah  
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dan matriks 𝐵 untuk 𝑛 ganjil adalah 
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𝐶𝑛−2

   

−𝑎𝑛 

 
 

 

 

                          = 𝐶1⨁𝐶2 ⨁ ⋯⨁𝐶𝑛−2⨁ −𝑎𝑛 .                 (4) 

 

C adalah matriks dari perkalian 𝐴2 𝐴4 …. Untuk 𝑛 genap matriks 𝐶 adalah  
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                         = 𝐼1⨁𝐶2 ⨁ ⋯⨁𝐶𝑛−2⨁ −𝑎𝑛 .                  (5) 

 

dan matriks 𝐶 untuk 𝑛 ganjil adalah 
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                = 𝐼1⨁𝐶2 ⨁ ⋯⨁𝐶𝑛−1.                                    (6) 

 

Dari (3) dan (4), dapat dibuktikan bahwa matriks 

 

𝐵 = 𝐶1 ⊕𝐶3 ⊕𝐶5⨁  …  ⊕  𝐶𝑘  , 

 

dengan 𝑘 bilangan ganjil terbesar dalam  1,… , 𝑛 , dan dari (5) dan (6) diperoleh 
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𝐶 = 𝐼1 ⨁ 𝐶2⨁ 𝐶4 ⊕…⊕  𝐶𝑘   , 
 

dengan 𝑘 bilangan genap terbesar dalam  1,… ,𝑛 . Selain itu, juga dapat dibuktikan 

bahwa komponen diagonal terakhir matriks 𝐶  adalah  −𝑎𝑛  untuk 𝑛  genap, dan 

komponen diagonal terakhir untuk matriks 𝐵 adalah  −𝑎𝑛  untuk 𝑛 ganjil. Untuk 𝑛 

genap,  

 

   𝐴 = 𝐵𝐶    
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               (7) 

 

adalah matriks kompanion dari 𝑝(𝑟) dan serupa dengan matriks 𝐴. Untuk 𝑛 ganjil, 

 

𝐴 = 𝐵𝐶  
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    (8) 

adalah matriks kompanion untuk polinomial 𝑝(𝑟)  dan similar dengan matriks 𝐴 . 

Matriks (7) dan (8) merupakan matriks pentadiagonal yang entri-entrinya serupa dengan 

entri-entri matriks kompanion 𝐴.∎ 

 

Kesimpulan 
 

Dari kajian ini diperoleh kesimpulan bahwa untuk mendapatkan suatu matriks 

pentadiagonal yang serupa dengan suatu matriks kompanion 𝐴 , perlu ditunjukkan 

bahwa  

1. semua perkalian matriks faktor 𝐴𝑖1 …  𝐴𝑖𝑛  untuk sebarang permutasi  𝑖1,… , 𝑖𝑛  

dari  1,… , 𝑛  adalah matriks kompanion dari 𝑝 𝑟  dan serupa dengan matriks 

𝐴.  

2. Jika 𝐵 = 𝐴1 𝐴3 …  𝐴𝑘  dan 𝐶 = 𝐴2 𝐴4 …  𝐴𝑘  , maka 

𝐵 = 𝐶1 ⊕  𝐶3 ⊕…⊕  𝐶𝑘  , 
 dengan 𝑘 bilangan ganjil terbesar diantara  1,… , n , dan 

𝐶 = 𝐼1 ⊕𝐶2 ⊕  𝐶4 ⊕…⊕  𝐶𝑚  , 
 dengan 𝑚 bilangan genap terbesar dalam  1,… , 𝑛 . 
Jika dua hal ini dapat dilakukan, maka terdapat suatu matriks pentadiagonal 𝐴 = 𝐵𝐶 

yang serupa dan memiliki entri-entri yang sama dengan matriks companion 𝐴. 
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