
BAB IV. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Basil pembahasan penelitian ini ini disusun sebagai berikut: 

Pada bagian 4.1, Dianalisa tingkat bentuk pendekatan yang diterapkan untuk evolusi 

dengan kurvature rataan pada keseluruhan graph dalam R "̂̂ ' dan konstruksi solusi minimal dan 

maksimal pada [2.3] menjadi bentuk radial dan mulus dan dibuktikan dengan estimasi integral 

di bagian 4.2.. 

Bagian 4.3 dianalisa konstruksi solusi gradien eksternal yang membuktikan hasil 

perbandingan untuk [2.6] pada bentuk integral dan kemudian perumusannya dilakukan oleh 

Neumann dengan simetri radial yang digunakan dalam konstruksi ini. 

Pada Bagian 4.4 dianalisaPreblem Newmann. ditambahkan beberapa catatan berkenaan 

dengan permasalahan stasioner. 

Pada Bagian 4.5 menyimpulkan Bukti dan Perumusan Teorema 1 , Sedangkan aplikasi 

persamaan kurvature rataan dianalisa pada Bagian 4.6 dan 4.7 . 

IV.l.Pendekatan Geometris Solusi Extremal. 

Teorema 2.1. 

Misal 11(1 ei'"'\'-y\^} merupakan bentuk radia dengan (l.lj niemiliki .solusi maksimal 

(minimalsecara herurutanj e ci';l?''.v{0,+oo}}or)??"\r[0,+oo} , Maka (secara bervrutan , 

u~ e c|̂ K ^ .Y{0,+COJ j r\ C^R^ A-[0,+OO} juga radial dalam x untuk t > 0. 

Untuk mempelajari persamaan kuasi linear pada (1.1) Pertama, diperkenalkan beberapa notasi. 

Pada basis resmi dari 'i)?''^', dengan menuliskan beberapa titik - dalam bentuk z=(x,y) dimana 

X - (r,, r , , . . ) e 1H ^ and y = z e 1)7 oleh sumbu / aksis (O,,), dimaksudkan vektor garis yang 

membentang oleh adanya vektor terakhir dari basis. 

Pendekatan geometris terdiri dari pencarian graph dari beberapa solusi pada [2.3] sebagai 

hiper-permukaan yang melibatkan (urutan waktu) dalam 9^'''^'. Evolusi geometris yang 
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lihubungkan dengan [2.3] adalah pergerakan kurvture ratan (Pada hasil dan pembhasan Bagian 

1.6). Sebuah cara altematif untuk menjelaskan pergerakan ini adalah menggunakan metode level 

vietode level bentuk menerapkan pergerakan dari hiper-permukaan umum TQ CZ "R^ 

Disini, untuk penyederhanaan, kami membatasinya hanya pada graph gerak (motion 

p-aph). Misal u sebagai solusi dari (1.1) dengan data awal . 

Bentuk F̂ , = Graph (z^Jdan = G : y > u^{x)} 

jnjau suatu fungsi kontinu seragam : 9\ sedemikian hingga 

k =Q} = '^ok > 0 } = a ; a n d K <0}=1H^"^' -{_Q„^[/rJ. [4.1] 

lapat diperlihatkan untuk suatu fungsi u : yi'''^^x{0,+co] 31 sedemikian hingga untuk untuk 

etiap {A ',/}e 117\T(0,+OO) setiap solusi ^ dari [2.3], w(.T,zy(.T,/),/) = 0 dan U{X,UQ{X),0) = 0 dan 

erikutnya u mempunyai penyelesaian geometrical persamaan kurvature rataan 

D uDu Du) ^ Q ^ ^ ^ ' ^ ^ ( c + o o ) , dengan data awal v(:,0) = vo(z) [4.2] Az/ + 
df Du' 

untuk suatu r =e S?'"̂ '̂ 

Teori dari penyelesaian viscocity (2.2) merupakan penyelesaian terbaik dalam class fungsi 

continu seragam , Jika u^ e (/c(lH'^"''), 

laka terdapat suatu penyelesain tunggal viscocity u e ^ '̂.v[0,+co 

Berikutnya perumusan dasar dari himpunan tingkatan 0 dari u (,.t) pad setiap waktu tyang 

)ergantung hanya pada (FQ , QQ ) > 0, 

imana F, ;= {?/,(.,/) = O}, Q,̂  := {u{.,t) > O} untuk semua t > 0 

[impunan [ J F , X { / } disebut front and F, merupakan front pada waktu t . 
/>0 

ieneralissi evolusi dalam front ini dapat dibangun kesingularan atau interior dalam 

}r'" ' .r[0,+oo). 
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o Bukti Teorema 2.1. 

ituk suatu (x,t)s(m^*^x[o,+oo). 

{x,t)-sup {ye 31: {x,y) e r,}dan u~{x,t)-inf (y e 91: {x,y) e T, 

aph dari u' merupakan batas bawah dari front graph dan u merupakn btas atas ) 

reguleran ditunjukan dengan u' dan u adalah radial yang ditunjukkan oleh Lemma 2.2 

•ikut: 

• Lemma 2.2 

salkan QQ merupakan himpunan buka dari yi^""' dengan btasanFo -dQ.1 ^^^i^ A e O^^,, 

mana 0;̂ ,+j merupakan group simetris dariSl'̂ '* '̂. Tinjau generalisasi evolusi dengan 

rvature rataan 

,) > 0( pada(r,) > 0)dari F^ipada / / ( r j ) , Maka T, = A{r,) unluk semua I > 0 

carang , Jika uo radial, Maka YQ = Graph {uo) adalah invariant dengan suatu rotasi A dari 

abu {Oy). Misalkan T, dan Y, , merupakan generalisasi evolusi dari Y, dan A{YQ) , Maka 

= YQ karena A{YQ) = YQ, sehingga Y, = A{Y^^) , dengan menggunakan lemma ini , dapat 

impulkan bahwa F, invariant dengan A . Jadi u^ (.,/) dan u {.,t) adalah radial. 

• Bukti Lemma 2.2. 

junakan Metode tingkatan himpunan 

Tinjau UQUC\^\^*^) sedemikian hingga (2.1) dipenuhi dan misalkan u merupakan solusi 

:osity seragam yang tunggal dari (2.2) dengan data awal vo; ,Maka denganb menggunakan 

inisi sebelumnya diperoleh F, = {v(.,/) = 0 

ijau Wo(-)-= "o(^^-) untuk suatu z e Sl^*^ yang memenuhi hubungan 

x,y)-0<^ {x,y) e A{YQ) dan UQ{x,y) >Oc^{x,y)e ^f^^).Selanjutnya 

lana u merupakan solusi viscosity yang tunggal dari (2.2) dengan data awal u . 
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rijau w{z,t) = U[A' ZJ) untuk setiap {zj)e (9?'̂ '''jc[0,+oo) yang dipenuhi oleh 

i-Tr 
J {A^ DW)®(A^ Dw) 

A^DW 
A^D^w 

J 
= 0 dalam (9l^^'x[0,+oo) 

ituk suatu^^ € 91 , karena/I merupakan suatu isometric, dipero;eh 

\[A^DW)®[A^DW)A'^,^)-(^A^DW)®[A^DW)A'^,A^^)-{^A'DW,A^^ 

{Dw,^y ^{{DW®DW)^,^) 

membuktikan ketunggalan solusi [2.4] dengan data awal M'(Z,0) = UO{A' Z)=U^ . dalam UC, 

ng dipenuhi oleh w = u, sehingga 

= M . , 0 = 0}= {z € 9?-' : U{A'ZJ)=0}^ A{r,), 

.1 ini merupakan kelengkapan bukti tersebut 11 

• Proposition 2.3 

salkan teorema 1.1 dipenuhi oleh suatu data awal radial u^ eC^i^iX'^). Maka ini juga 

wnuhijuga untuk data awal radial e C ' (9?'̂  ). 

• Bukti proposisi 2.3. 

ijau WQ e C '(9T'^) merupakan radial dan untuk suatu s > 0, terdapat ul e C ' ( 9 { ' ^ ) sedemikian 

00,9 '̂' <£l2. 

tatan ; Dapat dipilih u^ merupakan suatu fungsi radial dan difinisikan WQ - ul - sll 

ika < < WQ dan 00,9?̂  < E 

rena [2.3] hanya bergantung pada turunan penyelesaiannya , Maka diperoleh keunggalan 

uk data awal ul dan ul, yang memenuhi 

u" + —andẑ ^ =u' 
2 — 2 
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Sehingga 

[4.3] 

Tetapi karena ketunggalan harus dipenuhi oleh dan ul dan < < , Berikutnya dari 

bentuk pendekatan geometrical dan dengan generalisasi evolusi F, dari Graph {un) sedemikian 

tiingga. 

,c:\x,y)e^'^' •.u:ixj)<y<'^{xj)] 

Ian memenuhi 

Y.2..Suatu Estimasi Integral. 

et us first introduce some notations: we define (p^ hyu^{^x,t) and set, for r,, > I and every 

r,/)e[ro,+c»)A'[0,+oo), 

hen the following integral estimate holds. 

• Lemma 3.1 

disalkan T > 0. Terdapat suatu konstanta positip C = C(T) sedemikian hingga untuk suatu 

> dan / e [0,7"] diperoleh. 

,{r,t)=r(g^'-<p-Xp,t)dp<C 

Bukti lemma 3.1. 

karena cp'' dan^" dipenuhi oleh solusi [2.5] ,dengan mengintegralkan persamaan pada lemma 

i atas dan misalkan y/'' and y/' yang merupakan solusi dari 

- [arctan5>(p,0]: - ( i V - iW^^^^dp = 0 
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4aka dengan menggunakan integral partial diperoleh : 

5 ,^-[arctana>(A0]; -{^-^) --^y^ -(N-l) 
P 

dp = 0 

iagi persamaan dengan and y/ , diperoleh y/ yang memenuhi. 

3 , ^ - ( / / - l { ^ ^ 
L p 

-{N-l) 
P 

)engan menggunakan d^y/ = <p^ - (p- > 0 dan p > >\ dalm integral terakhir , Maka 

iperoleh untk suatu r > /Q . 

%y/ -{N-\)^-{N-l)y/ < ;r 
r 

'ertukarkan y/ dalam y/ - c'^^'^^", diperoleh y/ yang memenuhi . 

\y/-(N-1)^ < TTdalam k,+'^)x[0,+oo) 
r 

Jntuk suatu T yang tetap (fixed) , T > 0, dan dengan menggunakan suatu 'Triendly giant" 

liperoleh suatu batasan pada y/. Ambil 7̂  > 3 + ( A ' - l ) 7 ' , C = (.'(7')= supj,, j j , dan 

nisalkan W[r, i) = • + m^' +C 
R-{N-l)t-r 

)engan perumusan langsung diperoleh d,W-{N-])/{d^lV)/r > TT , yang memenuhi 

:ondisi/syarat urutan {^(' .O)-0< W{;0),y/{rQ,•)< w{r^^,•) untuk 

e [ O , T l w ( r , l ) + o o untuk r ^ R-{N-1)1 . Selanjutnya 

''/<W dalam {{r,f)e [r,„+oo)x[0,7']: R-{N-]} -r > O] 

Jntuk /? -> +00, diperoleh y/{r,t) < (m^^ + C(r)y^-'^'" , Sehingga lemma 3.1 terbukti 

suatu 
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IV.3. Konstruksi solusi dengan gradien eksternal. 

Pada bagian ini konstruksi pada (7.1) denghan gradien eksteraal, dengan membuktikan teorema 

berikut: 

o Teorem 4.1 

Untuk suatu data awal radial Wg G C'(9i'*'), terdapat dua solusi radial mulus darijl.SI 

,u'^'^{x,l)= (p^'^^x\,t)danu^''{x,l)= (p^'~^x\j) sedemikian hingga untuk suatu solusi radial 

mulus {u,t):= <p{x,t), diperoleh 

d,gy'-'{r,t) < d^(p{r,t) < d^(p^'^{r,t) untuk setiap {r,t) e [0,+oo)jc[0,+oo) 

Sebelum diberikan pembuktian teorema tersebut , akan dibahas suatu teorema pembanding 

untuk [2.6] dalam himpunan terbatas pada proposisi 4.2 berikut: 

• Proposisi 4.2 

Misalkan s > 0,R,T > Odan ^^1,5^2 ^ C^((0,/?)j<:(0,7'))nC([0,i?}x[0,r]) yang merupakan suatu 

super solusi dari (7,4) dalam (0, R)x(0, T) sedemikian hingga 

y/i;Q)<y/,{;0) pada[0,R 

f//,{t,R) < y/2{t,R)untuk t e [0,T 

y/^{t,0) < y/2{t,0) = 0 untuk t e [O,^; 

Maka y/^ < y/2 pada [O, R x o, T] . 

• Bukti Proposisi 4.2 . 

Dari defmisi ii/^dany/2,diperoleh 

/>(^,)<0<P,(5^3)pada ( 0 , r M O , / ) 

Vlaka untuk p > 0 dan 0 < r < t dn misalkan suatu fungsi non negatif 

XeC'i\p,R-p\x[0,t)\sehingga [ f ) " ^ . ( ^ ^ 2 WMrMdt <0 
JO J p 

aunakan integral partial pada [0,r]xl/>,/? - p\ diperoleh 
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dimana {r, t) didefinisikan oleh 

A,irj) = e + arctan^, -arctan^^j 
^1 -¥2 
I 

dan B^{P,T) memuat berbagai batasan suku-suku integral bagian : 

•R-p 

P 
i¥\ -Wi)A^S^l^r- [(arctany/̂  -arctany/2)^,1] dt + 

J"̂ [5̂  (arctan y/i - arctan y/2 ^ dt-{N -\) 1̂ 1 -¥2 
-]'<-p 

dl 

Sehingga : 

\ + s>AXrj) = £+ f, (arctanX^ y/^{r,t) + {\-X)y/2 (r, t))dX 

dA 
^] + {Ay/,{rj) + i\-A))y/2{r,0f 

>s+ i n f 
[p.H-pMQ.T] 

1 1 
2 2^-^+^ 

\ + y/l \ + y/l 

dimana p = p{R)>0 Selanjutnya koefisiem A^ merupakan reguleritas dari v)/idan\|/2 

• Lemma 4.3 

Suatu ̂  e Co([0,i^]) dan untuk suatu p>0 sedemikian hingga sup p{d) c (/?,R - p) terdapat 

suatu fungsi non negatif ;c = Xs,p ^ C^iipJ^- p)x{0,r))nC\[p,R - p]x[0,r]) yang 

merupakan suatu solusi dari persamaan linier backward 

(\ + £)dz X-Z.,p^C\(p,R-p)- -pada {0,T))r^C:{[p,R-p]x[0,T]) 
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ig memenuhi syarat batas: 

X{*,T)-0 pada (AR-p) 
(R-p;) = z{p*) = 0 pada [0,r), 

anjutnya terdapat konstanta positip C = (R,9) (bebas dari e) sedemikian hingga 

RO) < d^x{R- p,t) < 0 < d^x{p,t) < C{R,e) untuk / e (0,r) [4.4] 

tatan : Untuk suatu x = jĉ  diperoleh f ^ ( ^ - ^ i / j ) Wr,rWr < 5 (/7,r) 

rena z - ^ pada r-p dan r = R- p, dengan batasan sisa suku-sukunya sebagai berikut: 

{p,T)=f "[(y/ -y/2)z{f,0)]dr + [\(arctan^//^ -arcianip2%,f)drZ{jT''' dt.. 
p 

ibatnya ^, (x,0) < ^ 2 (-̂ 'O) dengan > 0, Jadi batasan sukunya pada waktu t = 0 adalah non 

litip , Maka dapat digunakan batasan pada 5 , ^pada r = yO dan r-R-p, diberikan oleh 

{P,T)<C{R,9) ( a rc t an^ / , - a rc t an^^2) )^ ( a ' ^ (a rc t an* / , -arctan(^2)*(^^"~ 

lana notasi adalah max (fiO) karena x(r, r) = 6(r) , akan diperoleh estimasi 

-p 
[_ (O.r) {0,r) 

carang ambil p menyusut/berkurang pada nol ,dan karena y/^(Oj) = y/jiOj) = 0 dan 

{R,)<i//2{R,)^0 Sehingga dengan kekontinuan solusi pada batasan atas diperoleh 

-p 

tuk suatu 0 e Co([0,7?,.]) seperti di atas 

• Bukti lemma 4.3. 

ri defmisi , diketahui bahwa A^ e ([p,R- p]x[0,r]) dan mf A^.{rj)> P { R ) > 0 

ri prinsip maximum diperoleh 0 < JC < 1 pada {[p, R - p]x:[0, r]) 
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nbuktian estimasi gradien (7.8) dengan menggunkan argument barrier yang dimulai dengan 

X{R-P,.). Ambil w{r,t) = C{R-p-rXl-C{R-p-r)) pada {r,t)e [p,R-p]x[0,r], 

lana 

C = C{R) = ^ } , C -C{R,O)2maxJ2C +1,supla,0 
m ^ ) [p.R-p] 

[4,5] 

lim w merupakan suatu sub solusi kuat dari masalah lemma 4.3 dalam 

,R - p)c[0,r] dimana R^ = R-p- l/(2c). Jadi 

, = 0,5,>v = C(-1 + 2C[R- p-r%,d^^w = -2CC, 

lingga d,w + A^w^^- {N - 1X1 + s ) ^ < -2p{R)CC + {N-]X] + e)~<0, 
r r 

rena dapat diasumsikan e < 1 dan R^ > R/2 . 

:arang diperiksa syarat batas pada [R„Ji- p\x{ = r}. Dengan teorema nilai rata-rata , 

eroleh ; Untuk suatu re[Ra,R-P],0{T)-0{R-p)< sup \d^0\{R-p-r) , serta dengan 

tiggunakan 0{R - p)=0 dan dari (7.8) diperoleh 

•)<^C{R,0lR-p-r)< C{R,0XR-p-ri^l-^ 

api karena r>R^ = R-p- l/(2c), C(/? - / ? - / • ) < ^ ; 

kajc(r,/) = 0{r) < w[r,l) pada [R,JI- /?>{/ = r } 

\a\r-R- p}x [0 , r l - p,t) =0>X{R- p,t) 

Ida {r = 7^Jx[0,r] diperolehw(/^,/) = ^ > > 1 >^Z^,,/) 

i klaim dapat dibuktikan 
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iplikasi prinsip maksimum , misalkan x{r,t) < w{rj) dalam [/^o'^~ p]x[0,r],dan berikutnya 

^>X{R- p,t)-x{r,t)> W{R-pj)-w{r,t) 

agi dengan R- p-r dan misalkan r ^ R- p, diperoleh batasn gradien , 

>dXR-p,t)^-c{R,e)j^h-^'. 

Pembuktian dari estimasi untuk d,%{p,) cukup dengan menunjulckan 

i '(r,/) = (sup|5^6'| + l ) ( r - / 3 ) yang merupakan sub solusi kuat dalam [u,7?-/?]v[0,r], yang 

lemberikan konklusi pembagian oleh r-p dan r ^ p yang melengkapi pembuktian 

lorema , [1 

.̂4. Problem Newmann 

Pada bagian ini, kami mempelajari persamaan (2.3) dalam batas domain , dimana kondisi 

eumann, yang dibutuhkan untuk membuat solusi gradien ekstrcmal pada bagian berikutnya. 

ada sequel, R>1 yang merupakan angka real dan BR(()) merupakan pusat diameter bola R pada 

=0. Untuk keraguan denotasi ini, kami memberikan denotasi untuk matriks (2.3) oleh 

\ + \p 

• Proposisi 4.4 

lisalkan e C'(5;;(0)) merupakan suatu data awal radial. 7'> 0 af<a« AT e 9?,. Maka 

srdapat sutu solusi radial u e C2{Bi^{0)x{0,r))nC\B^{0)x[0,T])pac!amasalah henkiil:: 

^ - TXb{Du)lfu) = 0 dalam B,, (O)jr(0,+oo), 

du 
ixJ) = K 

dv 
U,{xfi) = UXx) 

pada \x\ = /e}x(0,oo), 

dalam B^{())X{t = Q] 

[4.6] 
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Bukti Proposisi 4.4. 

ukti dari proposisi ini akan sesuai dari standar ''vanishing viscosity method" . Dengan 

lemperkenalkan perkiraan masalah, memperlihatkan beberapa perkiraan untuk solusi dan 

chimya mengekstrak beberapa subsekuensi yang memenuhi solusi mulus dari permasalahan 

iinya. 

^ Step 1. Perkiraan masalah 

ntuk €>0 , dipenuhi oleh 

d 2 
d 
^-sAu- Tr(biD)iru) = 0 inS,^ (O)xiO + oo) 

du 
{x,t) = K pada \x = 9l}x(0,+oo) [4.7] 

dv r . 
u{x,Q) = u^{x) dalam B R ( 0 ) X { / = 0 

nalisis dari titik awal dirumuskan oleh lemma berikut: 

o Lemma 4.5 . 

Untuk suatu £>0,KeSl dan u^ e C^{Bj^(0)jterdapat suatu solusi radial 

dari (4.5) yang mana x dalam C' pad hlsn paraholik dan u^.{x,t) merupakan radian 

jlam X untuk suatu t > 0. 

^ Step 2. Estimasi seragam untuk u^ 

itunjukkan batasan seragam untuk keluarga/kumpulan {u^)s. > 0 dan gradien nya , yang pada 

|chiraya memperkenalkan suatu super solusi mulus dari bentuk : 

V{xj)=C^\xf\Qt\C,, 

imana Ci, CI e9l dan Co = sup — — U Q dalam urutan pada W(.,0)> M , ,(.,0). 
/^«(0) 

[arena DW{x,t) = 2C2X,D^W = 2C2l, mi cukup dipilih C2 >K dalam urutan , sehingga 

dPV du 
iperoleh — - = 2Q/e > ^ = K,dB„iO)x[0,t], 

dn dn 
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.n Ci > 2NC2 pada W yang merupakan uper solusi kuat dari masalah tersebut, Permasalahan 

aximum dari u^-W pada 5;j(0)x[o,0 merupakan pendekatan pada/-> 0 yang memenuhi 

< r < Q C,TC^R^B^{<d)x{Q),t) 

Untuk mengestimasi batas bawah dapat digunakan suatu sub solusi , denganmengambil 

tasan yang merupakan konstanta yang hanya bergantung pada on sup dan K) 

Ituk membuktikan batasan gradien untuk suatu 

>0 yang dipenuhi oleh dengan (x,0 = ^^(-^,0 dan y/^=d^(p^.. Maka memenuhi 

nbil C=C(R, K): =max sup DUf^{x)\K\, Maka dengan menggunakan perumusan 

rbandingan dalam proposisi 4.2 diperoleh < ( . \ Karena C merupakan solusi dari (2.3), 

ng memberikan keterbatasan gradien seragam . 

^ Step 3. Ekstraksi dari sub barisan konvergen . 

Batasan sebelumnya membuktikan persamaan-kontinuitas di dalam variabel-x. untuk 

3nunjukkan persamaan-kontinuitas di dalam 1 variabel , ambil hubungan klasik antara 

ntinuitas ruang dan waktu untuk solusi persamaan parabolik. Dengan demikian (w^) adalah 

rsamaan-kontinuitas di dalam kesamaan batas. Sehingga dapat mengekstraksi subsekuensi 

,) secara lokal dan seragam pada beberapa u e C{B^{Q) x [0,T]). 

m dari equi-continuitynya , dapat di ekstraksi suatu sub barisan £ yang konvergen £ 

ragam lokal pada ueC 
WO) 

x[o,t] 
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>̂  Step 4. Limit fungsi w yang merupakan solusi dari [4.6] 

ntuk dapat membuktikan hasil ini, dapat dicatat pertama kali bahwa, dengan kesesuaian 

jseragaman lokal argumen standar memperlihatkan bahwa u adalah solusi viskositas dari [4.6] 

lanjutkan dengan menunjukkan bahwa, penggunaan gradien batas sebelumnya, kami 

enempatkan ulang persamaan di dalam [4.6] dengan keseragaman parabolis sedemikian hingga 

masih merupakan sebuah solusi persamaan baru. 

Jika pG9l^,|p|<Cand||.||dan ||.|| mendenotasikan nonna Euclidean di dalam ruang S N 

iri matrik simetris, kemudian kita mempunyai 

1 + 1 + 2^ 
N 

1 + C 
•.= A>0. 

ta kemudian mendefmisikan<i^: S^. -> Sj^.(/>{M) = i//(^M \)M + (1 - / , , dimana .S';;; 

alah ruang matrik simetris positif dan /̂z: 9?̂  adalah pelunakan fungsi non-penurunan 

mana 0 berada pada o dan 1 di dalam [/l,+oo]Penempatan matrik difusi b di dalam [4.6] oleh 

==^oZ)eC°°(9?^;S^ kami memperoleh bahwa persamaan baru ini adalah parabolis seragam. 

tapi, selama |Dw|<Coleh batas gradien sebelumnya, kami mendapatkan bahwa 

Dw^;|=b(Du) dengan demikian u adalah solusi viskositas dari sebuah problem baru [4.6] 

ngan difusi a. 

• Lemma 4.7 

rdapat suatu solusi tunggal viscosity dari maslh Newmann: 

du 
dt 

?u , , 
TV 
u{xfi) 

-Tr[a{Du)D\] = 0 , dalamBK(0)A:(0,+CO) 

Uo(x) 

pada {|x| = R) X (0,oo) 

dalamBK(0)x{t = 0) 
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'CI imana a merupkan elliptik seragam , uo e C^(B,^(0)) dan f e C(dBj^(0)x[0,T]) Selanjutny 

merupakan solusi dalam batasan atasC' . 

arena ketunggalan solusi viscosity telah dipenuhi sebelumnya , Maka u haruslah merupakan 

Husi dari [4.7] 

• Proposisi 4.8 

'.rdapat suatu konstnta C=-C RJuoC 

B,{xr)x[OjfBM><[0,t] 

sedemikian hingga untuk suatu u dari [1 

[7.12] 

o Bukti Teorema 4.1. 

isalkan u merupakan suatu solusi radial dari [1.1] dengan data awal ««. yang memenuhi 

:berapa langkah berikut i n i : 

>̂  Step 1. Untuk R>1, dan misalkan C'= C.'(y<7'||Mo||C,(7y2fi(0))) merupakan suatu konstanta 

yang didefinisikan dalam proposisi (4.8) dan UR suatu kontraksi yang bebas dari solusi 

u, dan memenuhi 

d,u>d,u, in B^{Q)x{Qj) [4.8] 

^ Step 2. Misalkan R naik [ increase] pada + Q O : dengan batas lokal (4.7), himpunan 

merupakan batasan lokal seragm dalam C' , dan lokal equi-continuous. Dapat 

diekstrak suatu sub barisan lokal seragam dalam 91^ x[0,co], dan Lim w'̂ " diperoleh 

setelah ekstraksi. 

Step 3. Pada proses langkah ke 4 sebelumnya dari proposisi 4.4 , Limit li^' 

dikembalikan menjadi suatu solusi viscosity dari (1.1) , Selanjutnya dengan batasan 

gradien semula dalam suatu bola tetap BRO(0), untuk R>R, Maka merupakan solusi 

dari 
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~ - Tr[a{Du)D\-\ = 0 in B^{0) x [0,t) [4.9] 

dimana suatu matriks diffusi didefinisikan dalm pembuktian proposisi 4.4. Step 4 

, Gunakan C = c(/^,7'||w„||^,^^^^j^gjj , Maka, t/'̂ " merupakan juga solusi viscosity dari 

[4.9] dalam B^^^ (0)x(0,+oo) untuk suatu > 1, dengan lemma 4.7 , terdapat 

w'" dalam 7?^x(0,+oo), Dan akhirnya untuk R-^oo sepanjang sub barisan 

w "̂ yang dipilihw'^" dari (4.8), yakni : d^u > d^, dalam R^x(0 + oo) 

tatan : Dengan menggunakan konstruksi , u'~ merupakn rdial yang merupakan konstruksi 

as dari solusi , sehingga adalah solusi yang mempunyai gradien minimum sepanjang 

isi radial.. 

^ Step 4. Dengan argumen dan analisa konstruksi dari, gradien maksimum dalam solusi 

radial dan konsisten dalam penyelesian masalah Newmann dengan batasan data 

K = C (7?,r||wo .̂1^^ (J:0)))' y^"8 merupakan perumusan langkah terakhir .. 

5,. Bukti Perumusan Ketunggalan Teorema 1.1. 

m diperoleh kesimpulan akhir dengan perumusan ketunggalan:: 

kti Teorema 1.1. 

igan definisi dari solusi minimal dan maksimal, cukup dibuktikan bahwa = w 

ig merupakan ketunggalan dalam class solusi viscosity kontinu , Selanjutnya dari proposisi 

, dapat dimisalkan bahwa suatu fungsi radial WQ adalah didalam C ' ( 9 l ' ^ ) dan tanpa 

ighilangkan ke umumannya , maka terdapat solusi radial eksternal u'̂ '̂and 

^ Step 1. Pertama , klaim bahwa q>'^'*^p-, dan misalkan terdapat 

{r,()e [0,+oo)40,+oo)sedemikian hingga 
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cp'\r;t)-cp-{r;t)>e [4.10] 

Ituk suatu £->0 ,dengan menggunakan teorema 4.1 , diperoleh (p^^ {r,t) - (p'{r J) > 0 untuk 

itu r>rterdapat /•(, > 1 sedemikian hingga memenuhi persamaan [4.10] untuk 

/)e[ro,+co>f} 

likasidari lemma 3.1 dengan dan T =-t , kandiperoleh 

\(p'-(p-\r,''t)dr>\'^^[(p'^-(p-\r,'t)dr>\^^£dr 

ngan argumen yang sama, Maka dapt dibktikan bahwa q)^* - (p' 

Step 2. Misalkan untuk T yang tetap yng memenuhi T ~> 0 dan untuk suatu c > 0 

berlaku IJcj{x,tY^u\x,ty-{x,t)--^^~^, untuk x,0 e 9 i^40/^ ' ) 

rikutnya dari step 1 diperoleh ^/(..j,(jr,/):= ^'^'(|x|,/)-^'^''(|jr|,/)-c7(y',-/) yang tidak naik [ 

n-increasing] pada |x| dengan M = %\xp^^^^^^^Umerupakan suatu (0,/o) dengan 

0,7'] Jika {IQ > 0) , diperoleh titik dalam maksimum yang memenuhi 

5 , W ^ ( 0 , / O ) - 5 , W - ( 0 , / J - - — ^ D M ^ ( 0 , / , ) = D^^ 

dan D^u^{0,tQ) < D^W"(0,/o), Dengan menggunakan persaman di atas diperoleh bentuk 

d,u - Trib(Du)D^u) = 0, Jadi 
(7' - tf = Tr[b(Du^ ){D\^ - ifu-)] < 0 

Sehingga diperoleh kesimpulan yang kontradiksi 

Berikutnya dari bentuk /„ = 0 dengan M <0; sehingga 

u\x,t) - u-{x,t)-^j—^for{x,t) e 91^jc[0,0 , untuk sebarang T 
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K6. Aplikasi Pada Masalah Stationer. 

Perumusan pada (1.1) dapat diperoleh dengan masalah gabungan sttioner untuk persamaan 

iptik.. 

(D^UDU,DU) 
-Au + ^ 2-^ + Au = finm^ [4.11] 

1+ Du 

jrsamaan lain dapat diaproksimasi pada persamaan parabolik dalam bentuk versi radial 

nyatakan dalam bentuk 

^ _ ( A A - i ) ^ + A^ = / ( ^ ) in (0,+<x)) [4.12] 

nana 1 > 0 dn / e C(3l^) merupakan suatu fungsi radial yang teridntifikasi dengan btasan 

ida paruh waktu. 

dibuktikan perumusan ketunggalan pada solusi radial dari [4.12]) dengan mengambil 

art/kondisi pertambahan yang memenuhi dalam fungsi berikut: 

rag dpat dirumuskan dalam teorema berikut: 

o Teorem 6.1 Untuk N >1 dan sutu fungsiradial f, jika (p^&C (respectively (p~, e C .) 

merupakan suatu sub solusi ( pada suatu super solusi J dari 14.121 , Maka 

^, < in [0,+oo) , khususnya persamaan 4.11] mempunyai .suatu hampiran pada .solusi 

radial dalam C.. 

elanjutnya perumusan ini dapat dioptimalkan dengan perolehan suatu contoh penyagga 

counter-example] pada ketunggalan solusipad titik pertambahan kritis , 

rinjau y}(r) = e^^ '^'^'^'^^ , dan ditunjukkan bahwa (p merupakansuatu solusi klasik dari [4.12] 

ada [0,+oo) dengan 
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m = -
N-\ 

+ 1 ,^^/2(A' - l ) 

1 + 

Ituk lebih jelasnya bentuk / e 5f/C([0,+oo)) n C°°([0,+c3o)) dapat diperluas pada IR^ sebagai 

atufungsi radial mulus, yang diperoleh dari teori solui viscosity dari (4.11) 

• Lemma 6.2 

njau persamaan differensial parsial dalam bentuk 

F{Du,D\) + Au = f in IR" [4.13] 

nana A >0merupakan suatu elliptik kontinu yang non liner dan f e C{IR^).Misalkant uj 

spectively U2) merupakan suatu sub solusi pada dari (7.18) , Maka terdapat j , , e// '̂̂  

iemikian hinggat u, {x„) > (x^). Maka untuk semua I r > x,. 

lax ( ) max r ^ 
— \u, -UyS= w, -w , 

ususnya jika ẑ , (x) = ^[ (x ) untuk u^ (x) = (x ) yang merupakan radial {(p^ -) 

(aka {(Pi^(P2\r) > (^J.^JX '^ ') > ^ untuk semua r > s > Xg 

• Bukti Lemma 6.2 

isalkan r> dan tinjau 

max [4.14] 

ngan asumsi bemilai positip dan misalkan mempunyai maksimum pada x, sedemikian hingga 

< |x,| < r , Dalam kasus . 

D(w,W2)(x,) = 0 dan D\U,U2){X,) < 0 [4.15] 

ituliskan dlam persamaan (7.18) untuk ui dan U2 di xy, dan dengan menggunakan [4.15] 

peroleh A{u,{x{)-u^ix,)) < F{Du2{x,\{D\{x,))-F{Du,{x,UD\{x,)) < 0 
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f{r) = -
N-\ 

+ 1 ^Xr' l1(N-\) 

1 + 

Ituk lebih jelasnya bentuk / e 5f/C([0,+oo)) n C"([0,+oo)) dapat diperluas pada IR^ sebagai 

atufungsi radial mulus , yang diperoleh dari teori solui viscosity dari (4.11) 

• Lemma 6.2 

njau persamaan differensial parsial dalam bentuk 

F{Du,D\) + Xu = f in IR" [4.13] 

nana X >^merupakan suatu elliptik kontinu yang non liner dan f e C{IR^).Misalkant uj 

•spectively U2) merupakan suatu sub solusi pada dari (7.18) , Maka terdapat Zo ^ 

iemikian hinggat w, {x^) > i/jC-̂ o) • ̂ ^'^ka untuk semua I r > x. 

lax f I max 
(0) { " 1 - " 2 } 

ususnya Jika 2/^(x) = (p^{x) untuk u^ix) - (p2{x) yang merupakan radial [cp^-) 

(aka {g>i_(P2X^) - (^1-^2X'^') > 0 untuk semua r > s > x^ 

Bukti Lemma 6.2 

isalkan r> x^^ dan tinjau 

max ( 
\ " l - " 2 / [4.14] 

ngan asumsi bemilai positip dan misalkan mempunyai maksimum pada x, sedemikian hingga 

< X , <r, Dalam kasus . 

/J)(w^W2)(x,) = 0 dan D'(w ,W2)(x,) < 0 [4.15] 

ituliskan dlam persamaan (7.18) untuk w; dan di xy, dan dengan menggunakan [4.15] 

peroleh ; 1 ( « , ( X , ) - M 2 ( X , ) ) < FiDu2ix,),iD\(x,))-FiDu,{x,UD\(x,)) < 0 
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ang merupakn suatu kontrakdiksi. 

embuktianhal maksimum dalam (7.19) adalah dengan perumusan 55^(0) dalam kasus khusus 

idial untuk setiap .y e [0,r) 0 < (^, - ^j)!'^') - (^i - (PiX^) 

ang merupkn pembuktian akhir dari lemma . IJ 

o Bukti Teorema 6.1. 

>igunakan argumen kontradiksi, Asumsikan terdpat > 0 sedemikian hingga 

(^,-^2X '-o) = ^ > 0 [4.16] 

ari bentuk lemma 6.2 dapat dimisalkan bahwa merupakan suatu besaran yang akan dicari,. 

mbil /"o > 0 sedemikian hingga 

A/n > 0 [4.17] 

uliskan persamaan (4.17) untuk sub solusi cpi dan super solusi 92 pada sautu titikt r>i\^ , 

emudian bagi ketidaksaman dan integralkan pada = r sehingga diperoleh 

'0 <j 

•efinisikan (//{r)-{a^-(72)ir)/r dan gunakan integral bagian , sehingga diperoleh ,Untuk 

Jtiap r > J'Q maka 

-(7V-l)^^(/-) + ( ^ - l ) ^ ( r J + f V ( c r ) ACT 
A ^ - 1 

da < In [4.18] 

ntuk r > r„, definisikan 

da 

an misalkan 

Hir) = (N-\)ipir,)-2n>0 [4.19] 
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iri lemma 6,2 dan persamaan[4.16] diperoleh ij/{<7\X(7 -{N -1)/ CT) > 0 untuk setiap a > 

aka diperoleh H{r) > 0 untuk setiap r > rg. Dari (7.23), diperoleh untuk setiap r > 

maka 
1 

N-\ 
H{r)<yx{r) [4.20] 

m kalikan dengan A r - { N r > 0,diperoleh 

1 
N-\ 

H{r) Ar <\i/\r\Ar = H (r) 
r V ^ J 

[4.21] 

tegralkan pertidaksaman diffensial biasa yangdiberikan pad [4.21], sehmgga diperoleh 

r 

ntuk suatu konstanta positip K = K{rQ -N)., dari (4.20) diperoleh 

r 

mg merupaknbentuk yang kontradiksi dengan r menuju + oo , karena ^ , , ^ 2 ^ ̂  

chimya dengan mengadopsi/menyerap persaman (4.19) , Untuk setiap 

> rQ,y/{r)< 2 ; r / (# -1) . Dan dari persamaan [4.20], diperoleh bentuk berikut: 

' c-t//{a)do- = f {<Pi - <P2)i(p)d(7 

<2n + {N- l)<p{r)-{N -1 V(/-o) + f' <p{(r)^^d(T 

r 4C 
<4n+ — d a = 47V + 2n In 

•''0 a 

f \ r 

etapi dengan menggunakan (4.16], diperoleh untuk setiap r>r^ 

s{r - ^0) < f(cT) - CTj \o)da <4K + 27t In 

-ang merupakan kontrakdiksi untuk r menuju +oo , Sehingga dengan pengingkaran teorema 

erbukti. I 1 
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/.7. Aplikasi Pada Gerak Kurvature Rataan . 

onsekwensi dari teorema 1.1, Untuk suati evalusi dengan kurvature rataan dari suatu entire 

aph di gambarkan dalam teorema 7.1 berikut: 

eorem 7.1 

ttsalkan FQ = graph (UQ) dimana e c(91^) merupakan suatu fungsi radial, Maka generalissi 

'olusi dengan kurvature rataan (F, , Q , " " )f > 0 of{r,, ) diberikan oleh 

FQ Graph (w(.,0)dan Q.] = \y> w(x,0}untuk suatu t > 0 [4.22] 

mana w e C"(91^x(0,+oo))n c(9T'̂ A-(0,+oo))werw/)fl^fl« solusi viscosity kontinu yang tunggal 

iri (1.1) .sehingga untuk ( F , ^ > 0 tidak dapat membangun suatu titik dalam dan untuk t > 0, , 

o Bukti Teorema 7.1. 

myataan (7.1) adalah sangat jelas , karena dengan menggunakan teorema 1.1 fungsi w' dan 

yang didefinisikan dalam teorema 2.1 dipenuhi oleh 

= u-=u^ C°°(9i^x)(0,+oo))n C(9?^)(0,+oo)) 

Ditunjukkan bahwa evolusi F , dengan kurvature rataan ,diperoleh pembuktian kecepatan 

rmal V^l'^,^ j pada setiap {x^ ,u\x^, t^)) e r,o, > 0= adalah sama dengan - div^^y.^{n){x^, t^), 

mana n(Xo,/(,), merupakan titik (XO,W)(XQ,/O), 

salkan Pit) = {x{t\u{t)t)\ merupakan kurva mulus pada front sedemikian hingga A(/O) = . 

Xo,?o)^Du{x^,t^)- 1)/^1 + |Z)W(XQ,/O)|^ , diperoleh kecepatan normal dari y'(/)at/ = 

o.'o) dt 

- 1 

yj\+\Du{x„i,); 
rTr 

^l + \Du{xo,tof 

^ Du{x,J,)® Dujx^J,) 

l + |Dw(xo,/of 
D\{x,J,) 

34 



div. 
f \ 

Du 

div. {Du-\) 

\+Du' 
\{x^,u{x^,t,),t^) 
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