
BAB III 
TITIK TETAP PADA RUANG METRIK-2 

3.1. Pemetaan Orbital Kontmu 
Bentuk kewujudan titik tetap pada ruang metrik-2 telah banyak dibahas oleh 

para matematikawan, misalnya Isebi (1975) membahas tentang kewujudan titik tetap, 
Sing(1979) yang membahas pengembangan pemetaan kontraksi dalam ruang metrik-
2 dalam berbagai kondisi, dan banyak penulis lainnya yang juga mengembangkan 
kewujudan titik tetap untuk satu dan dua buah fungsi. 

Poliwal (1987) membahas kewujudan titik tetap untuk pemetaan yang orbital 
kontinu, yaitu orbital (X,p) mempunyai metrik-2 dan T \X -^X 
yang orbital kontinu yang memenuhi ketaksamaan : 

min{ pijx, Ty, a), d (JC, TX, a), d(y,Ty,a) + bvom{ p{x, Ty, a), p{y, Tx, a) 
(3.1.1) 

< pd{x, y, a) + gp{x, Tx, a), 
untuk semua x,y,aGXdan b,p,gGR dengan 0< p + g <l,maka untuk 

setiapx^X, barisan {T"x} konvergen ketitik tetap T. 
Kalau diperhatikan kewujudan titik tetap dari Puliwal (1987) di atas hanya 

berlaku untuk satu pemetaan, maka pada bagian ini akan dikembangkan bentuk 
ketaksamaan (3.1.1) untuk dua pemetaan pada ruang metrik-2. 
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Defenisi 3.1.1. Misalkan X ruang real yang berdimensi lebih besar dari 1, Fungsi 
bemiiai real p: XxXxX -> R dikatakan metrik-2 bila p memenuhi: 
1. Untuk setiap a,bGX dengan a^^b terdapat c&X sehingga p(a,b,c)^0 
2. p (a, b,c) = 0 bila sekurang - kurangnya dua diantaranya adalah sama. 
3. p (a,b, c)= p (b, c,a)= p (a, c,b) 
4. p(a,b,c)< p(a,b,w) + p(a,w,c)+ p(w,i,c)untukseti^q) a,b,c,weX,untiUc 

setiapa,6,c,weX. 
Pada kondisi diatas (X,p)disebut ruang metrik-2 dan dari defenisi diatas 

jelas berlaku /?(a,6,c)>0,untuk setiap a,b,cGX . 
Defenisi 3.1.2. Ruang metrik-2 (X , p) dikatakan terbatas bila terdapat K e R sehingga 
p{a,b,c)^K , untuk setiap a,b,cGX. 
Defenisi 3.1.3. barisan {jc„}pada ruang metrik-2 iX,p) dikatakan konvergen ketitik 

x € X jika lim/)(x„,x,a) = 0 untuk setiap a€X. 
Pada defenisi diatas x dikatakan titik limit dari barisan {x„}, dalam hal ini 

karena berlaku imtuk seti<Q) O G X tidak berarti konvergeimya adalah konvergen 
seragam. Sebab beriaku lim/?(x_,x,fl)=0 diartikan dengan untuk setiap £> 0, 

terdapat neN sehingga p (X„ ,X,a)<s Jika /i > />q . Dtsini akan dijadikan no yang 

berbeda untuk a yang brabeda. 
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Derenisi 3.1.4. Barisan {x„} pada ruang metrik-2 (X,p)dikatakan barisan Cauchy 

bila lim (x^,x^,a)=0untuk setiap aeX . 
Defenisi 3,1.5. Pada ruang metrik-2 iX,p), fiingsi p akan kontinu apabila ia 
kontinu pada ketiga argumentnya. 

Ruang metrik (Z, p) dikatakan lengkap, ^abila setiap barisan Cauchy di X 
adalah konvergen. Berbeda dengan ruang metrik biasa, kalau pada ruang metrik biasa 
setiap barisan yang konvergen pastilah merupakan barisan Cauchy. Akan tetapi pada 
ruang metrik-2 setiap barisan yang konvergen behrni tentu merupakan barisan 
Cauchy, sedangkan ^abila p kontinu maka barulah berlaku setiap barisan yang 
kunvergen pada ruang metrik-2 adalah barisan Cauchy, dan jika {x„} barisan 
Cauchy belum tentu {x„ } konvergen. 

Lema 3.1.1. Msalkan {x„} barisan pada ruang metrik-2 lengkap (X,/3)jika 

terdapat / IG(0,1) sehingga £i(x„,x^^,a)^ h(x„_^,x„,a) untuk setiap n dan OGX. 

Maka {x„ } konvergen kesuatu titik di X. 
Bukti: Andaikan a>m danpandanghubimgan 

P(Xn >x„>a)<pix„,x„, x„,,) + /7(x„, x„^,, a) + p(x„^^ ,x„,a) 
) + p(<x„, x„ î, a) + p(x„ î, x„, x„̂ 2) + 
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h"p(Xo,x„a)+ h'^'p{x^,x„a)+....+ A"-''V o'X^a) 
< (1+/r+ /»' + ....+ ....y»''[p(j(;„x„x„)+ /7(A^,X„X„J] 

Karena A G ( 0 4 ) , maka apabila diambil untuk «,/«-> QO akan diperoleh. 
hm (x„,x„,a) = 0 artinya {Xn} barisan cauchy. 

Teorema 3.1.1 Misalkan (X;- p) ruang 2-metrik terbatas lengkap, dan T pemetaan 
kontraksi dari pC; p) into (X; p). Maka terdapat suatu titik tetap u e X yang t u n ^ l , 
Bukti ; Pilih sebarang titik xo eX Cm. untuk n = 1. 2. 3, . . . definisikan Tx„ = 
Xn+i. Pertama akan dibuktikan bahwa {xJ merupakan barisan Cauchy. Karena Z 
terbatas, maka terdapat bilangan real Af > 0 sedemikian sehin^a p (x,y,z) <'M untuk 
setiapx,>', z eX. 

p(Xn.X„+i. Z) = p(TXn.h Tx„.zJ 

<, ap (x„.j,x„, z) 
^ ap(Tx„.2.Tx^i,z) 
< a? p (x„.2,Xn-l, Z) 

Jika proses ini kita ulang sebanyak n kali, maka akan diperoleh 
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P (Xn^hXy,. 2) < p (Xj,X2, Z) 

Maka p (xn+j,x„, z) ^ ciKi -> 0. 
Ini bennakna {x„} barisan Cauchy. Oleh karena X lengkap, maka {x„} konvergen. 
Misalkan lim x„ = M . Dengan kata lain lim p(x„,u,z) = 0 untuk semua a eX. 

n->a> n-»<D 
Selanjutnya karena T suatu pemetaan kontraksi maka T kontinu, sehingga 

lim T„x = Tu. Dengan kata lain lim p(Tx„,Tu,z) = 0 untuk semua z G X, sehingga 
diperoleh 

p(Tu,u,a) <p (Tu,u,Xr^ + p(Tu,Xn,a) + p(xn,u,a) 
<p (Xn,U,Tu) + p(TU,Xn,Xn+l) + p (TU,Xn+l,a) + p (x„+i,Xn,a} 

+ p(x„,u,a) 
Apabila kita ambil limit di sebelah kiri dan kanan ketaksamaan tersebut, maka 
diperoleh p(Tu,u,a) = 0 untuk setiap a s X, sehingga 7« = M , ini bcrmakna u 
merupakan titik tetap dari T. 

Selanjutnnya akan ditunjukkan bahwa u tunggal. Misalkan v titik tetap yang 
lain bagi T. Maka untuk semua a e X berlaku. 

p(u,v,a) p(Tu,Tv,a); 
< ap(u,v,a). 

untuk semua a e X. Oleh karena a e (0, 1), maka p (u,v,a) = 0. Ini bennakna u = v. 
Jadi u merupakan titik tetap yang tunggal daripada T. V 
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Teorema 3.1.2. \fisalkan T adalah pemetaan dari ruang 2-metrik (X; p) terbatas 
lengkap kepada dirinya sendiri sehingga 

p(Tx,Ty,z) <a{p(x,y,2) + p(x.Ty.2) + p(Tx,y,2)} (3.1.2) 
untuk semua JC, y, 2 eX, dengan 0 < a < 1/3 . Maka terdapat titik tetap tunggal bagi 
T di dalam X. 
Bukti: Misalkan P = 1 - a, pilih suatu titik Xo .Definisikan Txn = x„+j, n = 1, 2, 
. . . Pertama kami akan tunjukkan {xJ merupakan barisan Cauchy. Oleh 
karena X terbatas, maka terdapat K> 0 sdemikian sehingga untuk semua x, y, 2 e X, 
p (x,y,2) < K. Perhatikan bahwa. 

p (X],X2,2) = p(Txo, Txj,2) 

< a.[p(Xo,X2,2) + p(Xo,Txi,2) + p(Txo,x,,z)] 
<2.a.K<2 fiK, 

P (X2,X3,Z) = p(Txi,Tx2,2) 

< a.[p(X],X2,z) + p(x,,Tx2,z) + p(Txj,X2,z)] 

<I2.a? + a].K <20K, 
P (X3,X4,Z) = P(TX2, TX3,Z) 

< a.[p(X2,X3,2) + p(X2,TX3,2) + p(Tx2,X3,z)] 

< a[(la.^ + a).K. +K 
= (2.a^+ + a).K<2 0 K, 

Maka untuk m> n, did<q>ati bahwa untuk semua x ^Xd^eroleh 
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P(X,^X^X) <p(x,^n+],X^ + P (Xn^l,Xn^^2,X„^ + . . . + p (x,n-2,XmhX,r) + 

p(Xn,Xn+3.x) + p (Xn+l,Xn-\^2,x) + . . .+ p (x^2.X„^l,x) 

<2{2/?K^ 2^^'K+ ... + 2^^K} 
= 40'K{ 1 + p+ 0 + + ^-^} 

Dengan K > 0, karena lim cP = 0, maka lim p(x^Xm,x) = 0. Jadi {x^ 
merupakan barisan Cauchy. Oleh karena X lengkap, maka {Xg} konvergen. Misalkan 
Um x„ = «. Dengan kata lain lim p(xn,u,a) = 0 untuk semua a e X. Maka diperoleh 

p (Tu,u,a) <p (Tu,u,x^ + p(Tu,x^a) + p (x^u,a) (3.1.3) 
Oleh karena 

p (Tu,Xn.a) = p(Tu, Tx^j, a) 
<a[p(u,x„.i,a) + p(u,Txn.i,a) + p (Tu,Xn.i,a)] 
<a[ £/2n + £/2n + p (Tu,Xn-i,a)] 
<a[ e/2n + e/2n + p(ru,Xn-ua)] 
<a[ £/2n + e/2n + a[p (u,x^2,a) + /? (u,Txn.2,a) + p(Tu,Xn.2,a)] 

£/2n + Ef2n + a[ £/2n + ^2n + p (ru,Xn-2,a)]] 
Apabila proses ini di ulang sebannyak n kali, maka untuk suatu z G X akan diperoleh 

p (Tu,x„,a) <a[e/n-^ ae/n ^ ... +ct'^ [ efn + p (ru,xi,z)] 
p (Tu,x„,a) < (e/n)[a + + + + d'M] ~>0, bila n^co 
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Maka bila pada ketaksamaan (3.1.3) bahagian kiii dan kanan kita ambil had, 
diperoleh p(Tu,u,a) = 0 untuk setiap a eX, sehingga Tu = u. 

Msalkan v titik t e t ^ yang lain bagi T, maka untuk semua a G X diperoleh 
p(u,v,a) = p(Tu,Tv,a) 

<ap(u,v,a). 
karena0< a< 1/3,makap(u,v,a) *0, sehinggau = v. V 
Teorem 3.1.3. Misalkan (X; p) suatu ruang 2-metrik terbatas lengkap dan T],T2 
pemetaan dari (X; p) into (X; p). Jika terdapat bilangan real 04 ; i = 1,2,3,4,5 

5 dengan ^cz^ <l dan memenuhi ketaksamaan i=l 
- p(TjxJsy.z) <ajp(x.TiX,z) + asp(yjjy.z) + asp(y.TiX,2) + 

a4 p (x,T2y,z) +asp(x,y,2) (3.1.4) 
untuk semua x, y, 2 eX, maka Ti dan T2 menqjunyai titik tetap bersama yang tunggal. 
Bukti : Pilih suatu titik Xo eX sebarang dan tmtuk n = I, 2, 3,... definisikan 

T]X2H = X2n+J dan T^2n-I = X2n 

Diperoleh 
p(x,,X2,z)=p(TfiCo, T:iX,,z) 

<a, p (xo,TiXo,z) + a2p (x,, T2Xt,z) + asp (xi, TjXaz) + 
a4p{xj,TjXo.z) + ajp(xaXi,z) 

<(ai + as)p(xo,Xi,z)asp(x],X2,z} 
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sehingga 

Misalkan r=°' < 1. l-a, 
Jadi p(xi,X2,z) <rp(xaxj,z). 

Demikianpula 
P (X2,Xi,z) = p (T2X,, TtX2,Z) 

<aip (xj,T2Xj,z) + a2p (x2,T}X2,z) + asp (x2,T2X],z) + 

a4 p(X2,T2Xj,z) + a5p(Xj,X2.z) 

<(a, + Us)p(xi,X2,z) asp(x2,xs,a) 

setiingga 

e(x ^,x^,z) < '-g(x ^,x^,z). 

Jadi p{x2,xs,2) <rp(xj,X2,zJ < p{xo,Xj,z) 

Jika proses ini kita ulang sebanyak n kali, maka akan did^pati hubungan 
P (Xn,Xn+hZ) P (Xo,Xi,Z). 

Oleh itu {x,J merupakan jujukan Cauchy. Oleh kerana X men^akan ruang lengkap, 
maka menumpu ke suatu unsur « eX. 

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa u adalah titik tetap bersama bagi Ti dan 
T2. Ambil z, u e X sebarang. Perhatikan bahwa 

P (TjU,U,z) <p (TjU,U,Xn+j) + p (Till, Xn+l,z) + p (Xn+j,U,z} (3.1.5) 
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dan 
p (Tju,x„+j,z) pfTju, r2X„,z) 

<ai p (u. Tju,z) + asp (x„, T2Xn,z) + a3 p {x,^Tju,z) + 
04p(xn.Tju, z)^ asp(u,x^z) (3.1.6) 

Dengan mengambil limit untuk n * a?pada ketaksamaan (3.1.5) dan (3.1.6X maka 
diperoleh p (Ti u,u,z) = 0 imtuk semua z G X. lim bermakna Tju = u. Jadi u 
merupakan titik tetap bagi T/. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahawa u 
juga titik tetap bagi Ts 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa u adalah tunggal Misalkan terdapat 
V sehingga Tsv = v, dan akan ditunjukkan bahawa a = v. Ambil z sebarang. 
Maka diperoleh 

p{u,v,z)=p(Tju,T2V,2) 
<aip(u,Tiu.z) + a2p(v,T2y>.z) + a3p(v,Tiu,z) + 

04 p (v, T,u.z) + Osp (u,v.z) 
Sehin^a 

/3(u, V, z) < (aj + + a J />(«, v, z). 
Kerana 03+ 04+ a6< 1, maka ketaksamaan di atas adalah suatu hal yang mustahil, 
kecuali jika p (u,v,2) = 0 untuk setiap z eX, yang bermakna u = v. Jadi u merupakan 
titik tetap bersama tunggal bagi Tj dan T2. ¥ 
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Defenisi 3.1.6. Msalkan {X,p) ruang metrik-2 dan T:X -^X. Jika untuk semua 

aeX beriaku p(r"a,u,a) -> 0 , bila /? ->oo menyebabkan p{TT"x.Tu,a)-^0. 
Maka. T dikatakan orbital kontinu. 

Berdasarkan konsep pemetaan yang orbital kontinu dan Lema 3.1.1 akan 
dikembangkan kewujud titik tetap imtuk dua buah yang orbital kontinu pada ruang 
metrik-2. 
Teorema 3.1.4. Misalkan iX,p) ruang metrik-2, dan pemetaan yang orbital 
kontinu dari X into X, jika T, dan memenuhi: 

min{ p (x, T^y, a), p (x, T; X, a), p (y, T^y, a) + b min{ p (x, T^y, a), p (y, 7] x, a)} 
<pp{x,y,a)+gpix,T,x,a) (3.1.7) 

untuk semua x,y,aeX dan b,p,q&R dengan 0 < p + g < l imtuk setiap xeX, 
pemetaan dan Tj mempunyai titik tetap bersama dan jika ft >p, maka dan 
mempunyai titik tetap yang tunggal. 
Bukti: MSsalakan X ^ G X sebarang, dan didefinisikan 

^ 2 n + 2 ~ 2̂̂ 2»M-1 

jika untuk suatu riGN, x^= x^„^^. Maka jelas {x„} barisan Cauchy dan limit dari 

{x„}adalah titik t e t ^ dari T^ dan T^^. Untuk itu misalkan x^j, ^ Xj^, untuk setiap 

n = l,2,3,....maka x = x^^., dmy = x^n. Maka dengan bentuk sama (3.1.7) diperoleh: 
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bTtm{piX,„_,J^X^„,aU{X^^,J,X^_,,a)} 
<ppiX^,,X^,a)+gp(X^_„T,X^_„a) 

sehingga 

b mn{p iX^_, ,X^^„ a), p (X^, , a)} 
^ PP (^2»-,, ^ 2 - . a) + g P i^2n-^, ̂ 2« > a) 

maka 
P(^2„,̂ 2„.na)<(p+g)p(X,„.„X,„,«) 

atau 

p(X^,X,^„a)<p(X^_,,X^,a) (3.1.8) 

dengan 0<A = p + g < l . 
Karena ketaksamaan (3.1.8) berlaku imtuk semua a € X , m a k a berdasarkan 
lema 3.1.1, barisan {x„}konvergen kesemua titik UGX, maka untuk semua 
O G X berlaku 

l im(X„,M ,a) = 0 

karena 2] dan T2 orbital kontinu maka diperoleh 

limp(7;^"*'x,r,a,a) = 0 
n-*<o 

dan 
limp(r/"**x,7;M,fl) = 0 
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untuk semua aeX. 
Selanjutnya dari sifat 4 pada defenisi 3.1.1. beilaku 

p{uj,u,a)^ p(uj,uj,'"^'x)+ p{uj,^*'x,a)+ p(T,'"''x,T,u,a) 
yang jclas ruas kanan menuju 0 Wla /i oo jadi p,u,T^u,a) - 0 untuk setiap a e -X", 

artinya T^^u-u, dan d e i ^ cara yang sama akan diperoleh T^u-u. Jadi u 

merupakan titik tetap bersama dari fj dan . 
Berikutnya akan ditunjukkan ketunggalan dari u, untuk itu misalkan 

V G X yang juga titik tetap bersama dari 7̂  dan dengan M v , karena u*v , 
maka berdasarkan defenisi metrik-2 itu didapat Z G X sehingga p(u,v,z)^0, maka 
berdasarkan bentuk ketaksamaan 3.1,8 diperoleh: 

min{ p (T^,u,T2V,z), p iu,T^u,z), p {u^T^v^z) + 
6 min{ p iu,T2V,z),< p iv,T^u,z)} 
^ P iP iu,v,z)+ gp iu^,T ,z) 
0 + bp ( M , V , Z ) < pp ( M , V , Z ) 

P («, ^) ^ T-P z ) o 
Maka bila b> p ketaksamaan diatas adalah suatu hal yang mustahil. Jadi 
pengandaian kita salah, maka dengan kata lain titik tetap bersama dari 7̂  dan 
adalah timggal. 
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3.2 Titik Tetap Untuk Barisan Fungsi 

Pada perinsipnya bentuk ketaksamaan pada bagian 3.1 diatas bisa kita 
perlakukan untuk beberapa buah pemecalian , maka berikut ini, dengan 
menambahkan syarat lengkap pada ruang metrik-2 (Z,p)dan dragan membuang 
syarat orbital kontinu untuk pemetaamiya, akan ditunjukkan bahwa ketaksamaan 
tersebut dapat dimodifikasi untuk barisan fiingsi {T„} yaitu sebagai berikut. 
Teorema 3.2.1. Misalkan (X,p) ruang metrik-2 lengkap, {T„} adalah barisan 
pemetaan dari Jif kedalam X, s e l l i n g untuk setiap x,y,aGX beiiaku. 

min{ p {T.xJ^y, a), p ix,T,x,a), p iy,Tjy, a)} + 
b min{ p (x,Tj.y,al p (y,T,x, a)} 

<ppix, y, a) + gp (X, r,x, a) (3.2.1) 

a,b,g€R, dengan 0<p+g<1, maka barisan pemetaan {T„} mempunyai 

titiktet^ bersama. 

Bukti : Untuk sembarang X ^ G X defenisikan barisan {x„} sebagai berikut 

x„=T„{x„,,),xaavk « =1,2,3,.... 

Maka dengan pola pcrtutungan sepcrti pada data (3.1.1) akan diperoleh {x„} barisan 

Cauchy, karena {X,p), luai^metrik-2 yang lengkap, maka didapat U G X sehingga 

Hm p(x„,u,a) = 0 untuk semua u&X. 
B - H D 

Selanjutnya berdasarkan ketaksamaan (3.2.1) dengan x = udan y = x„ untuk i=n 
diperoleh: 
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mm{ p {T„u, TjX„,a), p {u,T„u, a), p {x„,TjX„,a)} + 
femin{ p (u,TjX„,a), p {x„,T„u,a)} 

< pp iu,x„,a)+ gp iu,T„u,a) 
min{ p {T„,u,x„^„a), p (u,T„u,aX p ix„,x„^,,a)} + 
nun( P i^,x„^,^),a), p (x„,T„u,a)} 

^ PPiii,x„,u)+ gp iu,T„u,a) 
Maka <^abila pada ketaksamaan di atas diambil limit untuk n -> oo diperoleh : 

0 + 0^0+gp^,T„u,a} 
yang berarti /7(r„«,M,a)= Ountuk semua aeX, artinya T„u = u, untuk semua 

n = 1, 2, 3,.... Jadi u merupakan titik tetap bersama dari barisan {T„}. 
Berikut ini akan dikembangkan lagi bentuk teorema diatas untuk barisan 

{T„} yang konvergen pemetaan T yang orbital kontinu dengan T mempunyai titik 
tetap z,z„ 2 dan z„ titik tetap dari T„. 

Teorema 3.2.2. Misalkan (X,p) ruang metrik-2 lengluq> dan p kontinu. {T„J 
barisan pemetaan dari X kedalam X dan memenuhi ketaksamaan 

min{ p {T„x,T„y,a), p {X,T„x, a), p {yj„y, a)} + 
brtm{p (X, T„y, a\ p {y, T„x, a)} 

< pp(x,y,a) + ge (X,T„x,a) (3.2.2) 
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untuk x,y,aGX, b ,p ,g€R dengan p<g sehingga {T„} konvergen titik demi 
titik kesuatu pemetaan T yang orbital kontinu. Maka T mempimyai titik tetap z dan 
z„-^ z dengan z„ titik tetap dari T„. 
Bukti: Untuk setiap x,yG.X maka dari ketaksamaan (3.2.2) diperoleh 

nm{piT„x,T„y,a),p(x,T„x,a),p(y,T„y,a)}+ 
b min{p (X, T„y, a\ p {y, T„x, a)} 

<pp(x,y,a) + gp (x, T„x, a). 
Maka apabila diambil limit imtuk n—>oo dan dengan menggunakan kekontinuan 
dari p, T memenuhi ketaksamaan dari Poliwal (1987) jadi T mempunyai titik tetap 
(katakan z) selanjutnya dari hubungan 

p(z,z„,a) = piT^,T„,z„) 
< piTJ„z„,T„z)+p(T,,T„z,a)+ p(T,z,T„z„,a) (3.2.3) 

Berdasarkan ketaksamaan (3.2.2)beriaku 
ttm{p(T„z,T„z„,a),piz,T„,z),piz„r„z„,a)}+ 
b min{ piz,T„z„, a), p(z„,T„z, a)} 
0 + bnm{piz,T„2„,a)+piz„,T„z,a)} 

< pp (z, z„, a) + gp (z, T„z, a) 
bttdR{piz,z„,a)+ p{z„,T„z,a)} 

<pp(z,z„,a) + gpiZ„,T„z,a) 

maka jika nm{piz,z„,aX'piz„,T„z,a)}= p(z,z„,a), 
diperoleh 
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bpiz,2„,a)^ pp(z,z^,a)+ gp(z„,T„z,a) 
p(z„,2,a)<-^p(z„,T„z,a) b-p 

dan jika tim{piz,z„,a\piz„,T„z,d)}-= piz„J„z,a), 
diperoleh 

i^nJnZ, a) ^ pp(z, a) + gpiz,T„z, a) 
p{z„,T„z,a)<^p(z,z„,a)+^p(z,T„z,a) o b 

selanjutnya dari hubungan 
p{Tz,T„z„,T„z)= piT„z„,T„z,Tz) 

^^p(z,z„,Tz) + ̂ p(z,T„z,Tz) 

< 0 (3.2.4) 
maka dari ketaksamaan (3.2.3) dan (3.2.4) dq)eroleh 

piz,z„,a)<0+p iT„T„z, a) + ̂ piz,z„, a) + (z, T„z, a) 

piz, z„,a) ^p(z,T„z, a)+fp iz, 2„,a) + ̂ piz,T„z,a) 
{\-i)p{z,z„,a)<iX^l)p{2,T„z,d) 

g + b 
b-p p{z,z„,a)< f piz,T„z,a)-^0 

Karena ruas kanan pada ketaksamaan diatas menuju nol makalim/7(z,2„,a)= 0 

untuk semuaaeX artinya z„konvergen ke z. 
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Berikut ini Icita modiiikasi lagi bentuk teorema 3.2.2. di atas dengan 
membuang syarat orbital kontinu untuk T dan menambahkan syarat T„ konvergen 
seragam ke T dan dengan mempertahankan bentuk - bentuk samaannya akan 
diperoleh hasil yang sama. Tepatnya adalah seperti teorema berikut. 
Teorema 3.2.3. Misalkan ruang metrik-2 lengkap dan {r„} barisan pemetaan 

dari X into Xdengan titik tetap 2„, Z*adalah pemetaan dari X into Xyang 

memenuhi ketaksamaan (3.1.1) dan p<g dengan titik tetap 2. Sehingga T„ 

konvergen seragam ke T pada {2„} maka 2„ konvergen ke 2. 

Bukti: Pandang hubungan ketaksamaan 

p{2„,2,a)^ p{T„2„,TM 
< p{T„2„J,J^)+ p{T„,z„,T2„,a)-^ p{T2„J„,a) (3.2.6) 

dan berdasarkan ketaksamaan (3.1.1) diperoleh: 
wm{p{T2„,T2,a),p{2„j2„,a\p{7:i, ,a)}+ 

bwm{p{2„j,,a),p{zjz„,a)} 
< pp(2„,2,a) + gpi2„,T2„,a) 

maka 

btam{p(2„,Tz,a),p(2,Tz„,a)}< ppiz„,2,a)+gp(2„,2, a)+gp{z„,Tz„,a) 

Sama seperti bukti teorema 3.2.2. diperoleh dua kekontinuan yaitu jika 

29 



min{ p {z„,T2,,a), p {z^Tz „,a)} = p (z„,Tz,a) 
maka 

bp (z„,Tz ,a) < pp (z„,z,a)+ gp iz„,Tz „,a) 

piz„,rz,a)< -^—p iz,Tz„,a) b-p 

jika min{ p (z„, 7;, a), p (z, Tz„ ,a)}= p (z, Tz^, a) 
maka 

bp (z, Tz„,a)< pp (z„, z, a), pp ( 2 „ , Tz^d) 

piz,Tz„,a)<^piz„,2,a)+^piz„,Tz„,a) 

sehingga 

piT„2„,T2,Tz„)=p(z,Tz„,z„)^0 (3.2.7) 
maka berdasarkan ketaksamaan (3.2.6) dim (3.2.7) diperoleh 
p(z„,z,a)<0 + p(T„z„,Tz„,a)+ p (Tz„,Tz, a) 

< pi2„,T2„,a)+^p iz„,z,a)+^p iz„,Tz 

( 1 - f ) p i2„,2,a) < (1+ f ) p (2„,T2 „,a) 
p {z„,a,a) < ^ ̂  \ P iz„,T2 „,a) p - b 

yang mana ruas kanan akan menuju nol bila « -> oo. Jadi lim p (z„, 2, d) 
n-»«o 

untuk semua a e r artinya z„ konvergen ke z. 
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