&

BAB III

TITIK TETAP PADA RUANG METRIK-2

3.1. Pemetaan Orbital Kontinu

Bentuk kewajudan titik tetap pada ruang metrik-2 telah banyak dibahas oleh
para matematikawan, misalnya Isebi (1975) membahas tentang kewujudan titik tetap,
Sing(1979) yang membahas pengembangan pemetaan kontraksi dalam ruang meirik-
2 dalam berbagai kondisi, dan banyak penulis lainnya yang juga mengembangkan
kewujudan titik tetap untuk satu dan dua buah fungsi.

Poliwal (1987) membahas kewujudan titik tetap untuk pemetaan yang orbital
kontinw, yaitu orbital (X,p) mempunyai metrik-2 dan T:X > X
yang orbital kontinu yang memenuhi ketaksamaan :

min{ o(Tx, Ty, @), d(x, Tx,a), d(y, Ty, a) + bmin{ p(x, Ty, a), p(v,Tx, a)

< pd(x, v, a)+ go(x, Tx, a), G0
untuk semuma x,y,eccXdan b, pgcR dengan 0O< p+g<l,maka untuk
setiap x € X, barisan {7"x} konvergen ketitik tetap T.

Kalau diperhatikan kewujudan titik tetap dari Puliwal (1987) di atas hanya
berlaku untuk satu pemetaan, maka pada bagian ini akan dikembangkan bentuk

ketaksamaan (3.1.1) untuk dua pemetaan pada ruang metrik-2.
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Defenisi 3.1.1. Misalkan X ruang real yang berdimensi lebih besar dari 1. Fungsi
bernilai real p: XxXaX' — R dikatakan metrik-2 bila p memenuhi:
1. Untuk setiap a,b ¢ X dengan a= b terdapat ¢ € X sehingga p(a,b,c)# 0
2. p({a,b,c)=0 bila sekurang - kurangnya dua diantaranya adalah sama.
3. plabdec)= pb,c,a)= p(ac,b)
4. p(a,b,c) < pla,b,w)+ p(a,w,c)+ p(w,b,c) untuk setiap a, b,c, w € X ,untuk
sctiap a,b,c,we X .

Pada kondisi diatas (X, p)disebut ruang metrik-2 dan dari defenisi diatas
jelas berlaku p(a,b,c) 2 0, untuk setiap a,b,ce X .
Defenisi 3.1.2. Ruang metrik-2 (X, o) dikatakan terbatas bila terdapat KeR schingga
pla,b,c)< X , untuk setiap a,b,cec X .
Defenisi 3.1.3. barisan {x,}pada ruang metrik-2 (X, p) dikatakan konvergen ketitik
x€ X jika gnnmx,,x,a)=OMMSm@ acX.

Pada defenisi diatas x dikatakan titik limit dari barisan {x,}, dalam hal ini
karena berlaku untuk setiap ac X tidak berarti konvergennya adalah konvergen

seragam. Scbab berlaku lim p(x,,x,a)=0 diartikan dengan untuk setiap £> 0,

terdapat ne N sehingga p(X,,X,a)< ¢ Jika n> n, . Disini akan dijadikan n, yang

berbeda untuk a yang berbeda.
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Defenisi 3.1.4. Banisan {x,} pada ruang metrik-2 (X, p)dikatakan barisan Cauchy

bila lim (x,,x,,a)= Ountuk setiap ac X .
B w~pat

Defenisi 3.1.5. Pada ruang metrik-2 (X, p), fungsi p akan kontinu apabila ia

kontinu pada ketiga argumentnya.

Ruang metrik (X, p) dikatakan lengkap, apabila setiap barisan Cauchy di X
adalah konvergen. Berbeda dengan ruang metrik biasa, kalau pada ruang metrik biasa
sctiap barisan yang konvergen pastilah merupakan barisan Cauchy. Akan tetapi pada
ruang metrik-2 setiap barisan yang konvergen belum tentu merupakan barisan

Cauchy, sedangkan apabila o kontinu maka barulah berlaku setiap barisan yang
kunvergen pada ruang metrik-2 (X, p) adalah barican Cauchy, dan jika {x,} barisan
Cauchy belum tentu {x, } konvergen.

Lema 3.1.1. Misalkan {x,} barisan pada ruang metrik-2 lengkap (X, p)jika
terdapat < (01) sehingga d(x,,x,,,,a)< A(x, ,,x,,a) untuk setiap n dan ae X .
Maka {x,} konvergen kesuatu titik di X .

Bukti : Andaikan @ >m dan pandang hubungan

p(xn’xm’a)s p(xn’xm’xn+1)+p(xn’xn+l’a)+ p(xn+l’xm’a)
ﬁ p(xn7xn+l’xm)+ p(xn’xn+l’a)+ p(xn+1’xm’xn+2)+

P (X1 Xy, 2,0)+ P(X,,5.X,,4)
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< ;J(xn,xm,,xm)+ P X0 X, ) et X, 00X, X )+
P %1, @+ X, X0, @) ok X, 55X, 1, A)

< h"p(xo,xl,xm)+h”_1p(xo, X, %, )+t h""”"zp(xo,:q,xm)+
H oz, a)+ B plxo,0)+ ot B e o)

S+ A I ot L0050 3, %, )+ P05 %, %, ]

hn
< l_h[p(xo,aa,x,,,)+ %, %,,a)]

Karena hc{0]l), maka apabila diambil uwntuk »n,m-»c akan diperoleh.

lim (x,,x,,a)=0 artinya {X.} barisan cauchy.

nn—ye

Teorema 3.1.1 Misalkan (X; p) ruang 2-metrik terbatas lengkap, dan T pemetaan
kontraksi dar1 (X; p} into (X; p). Maka terdapat suatu titik tetap u ¢ X yang tunggal,
Bukti ; Pilih scbarang titik xo e X dan untuk » = /, 2, 3, ... definisikan Tx, =
x»+1. Pertama akan dibuktikan bahwa {x,} merupakan barisan Cauchy. Karena X
terbatas, maka terdapat bilangan real M > 0 sedemikian schingga p (x,y,2) <M untuk
setiapx, 3, z € X.
P Cndinsis 2) = P (Txn sy Thn2)

< apXenXm 2)

= ap(Tx,s Ixy.,2)

< azp (Xn-2%n-1r 2}

Jika proses ini kita ulang sebanyak n kali, maka akan diperolch
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P lnrsXn 2) £ & p(xnxa 2)
Maka o (xp42%n 2) < "M —3 0.
Ini bermakna {x,} barisan Cauchy. Oleh karena X lengkap, maka {x,} konvergen.

Misalkan lim x, = #. Dengan kata iain lim p(x,,%,z) =0 untuk semua g € X.

Selanjutnya karena T suatu pemetaan kontraksi maka T kontinu, schingga

lim 7, x = Tu. Dengan kata lain lim of7x,,Tx%z) =0 untuk semua z ¢ X, schingga

ciperoich

p(Tuua) <p(Tuux,) + p(Tuxma) + p (xpua)

SpxauTu) + p (Texnxnty) + p(Txni,a) + p(Xnspxna)
+ p (i u,a)

Apabila kita ambil limit di scbelah kirt dan kanan ketaksamaan tersebut, maka
diperolch pof7u,u,a) = 0 untuk sctiap a = X, schingga Tu = u, m bermakna u
merupakan titik tetap dari T.

Selanjutnnya akan ditunjukkan bahwa u tunggal. Misalkan v titik tetap yang
lain bagi T. Maka untuk semua a ¢ X berlaku.

puval = p(Tulv,a)

< a p(uv,a)l

untuk semua a € X. Olch karena @ € (0, 1), maka p (x,v,a) = 0. Ini bermaknau =v.

Jadi u merupakan titik tetap yang tunggal daripada T. v
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Teorema 3.1.2. Misalkan T adalah pemetaan dari ruvang 2-metrik (X; p) terbatas
lengkap kepada dirinya sendiri sehingpa
p(IxTyz) Sa{pxyz)+ ptIyz + p(Txyz) )} (3.1.2)
untuk semua x, y, z € X, dengan 0 <o <'7/3. Maka terdapat titik tetap tunggal bagi
T di dalam X.
Bukti : Misalkan = ! - o, pilih suatu titik x, £ X .Definisikan Tx, = xu45, 2 = 1, 2,
Pertama kami akan tunjukkan {x,}) merupakan barisan Cauchy. Oleh
karena X terbatas, maka terdapat X > @ sdemikian schingga untuk semua x, y, z € X,
P2 (x32) < K. Perhatikan bahwa.
penxaz) = p(Tx,7x,2)}
£ afp(oxnz) + p(XaTxnz) + p(Txox1,2)]
<2akK <2 8K
P (x2,%3,2) = p (1%, Tx32)
< afpxixaz) + pxiTxaz) + p(Txix22)]
<f2a’+alK<2FK,
P (x3,x62) = p(Tx3Tx52)
S afp(x2x32) + p(x2Tx32) + p(Txz,x32)]
SafRa’+ o)k +K
= e+ + g K<2 K
Maka wntuk m > #n, didapati bahwa untuk semua x X diperoich
e D A

http://repository.unri.ac.id/

1 ¥


file:///fisalkan

P X X) S (XnXns,Xm) + P X011 Xna2,Xm) + .ot P (2 XX T
p(xmxn-h’;x) + p(xn+}:xn+2:x) +...+ p(x)’rb-z,vxm-]’lj
S22 K+ 28V K.+ 207°K)

=4 K{I+B+F+.. . +

<k £~
1-8

Dengan X > 0, karena lim of = 0, maka lim plipxnx) = 0. Jadi {x}

merupakan barisan Cauchy. Oleh karena X lengkap, maka {x,} konvergen. Misalkan

ﬁi‘n“ x, = u. Dengan kata lain hf,n, Axnu,a) = 0 untuk semua a € X. Maka diperoleh

pPiTuwua) <p(Tuux,) + p(Tux,a) + p(x,ua (3.1.3)
Oleh karena
pTuxna) = p(Tu, Ix s, a)
Lafpux,,a) + p(uTx, ,a) + p(Tux, ,a)]
<af&2n+ &2n+ p(Tux, ,a)]
<af&2n+ e2n+ p(Tux,,a)]
Safe2n+y 2n+ afpux.za) + pITx.oa) + p(Tux,,,a)]
faf&2n+ e2n+ af &2n+ &2n + p(Tux,a)]]
Apabila proses ini di ulang sebannyak n kali, maka untuk suate z € X akan diperoleh
p(Tuxna) <afen+ aen +... +d" [ en+ p(Tux,z)]

p(Tuxya) < (en) fa+ P '+ M] —»0bilan —» e
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Maka bila pada ketaksamaan (3.1.3) bahagian kiri dan kanan kita ambil had,
diperoleh p (Tu,u,a) = 0 untuk setiap a <X, schingga Ty = u.
Misalkan v titik tetap yang lain bagi T, maka untuk semua a € X diperoleh
pluva = p(Tulv.a)
Sapfuval.

karena 0 < a < 1/3, maka p (u,v,a) ——— 0, sehingga u-=v. 7 v

Teorem 3.1.3. Misalkan (X; p) suatu mang 2-metrik terbatas lengkap dan 7,75

pemetaan dari (X; p) into (X; p). Jika terdapat bilangan real o4 ; i = 1,2,3,4,5

5
dengan 3 @, <1 dan memenuhi ketaksamaan

i1
- pTmIpz) Sa p(elxz) + w2 p3Tp2) + a; p(nIx2) +

oy px, T2 +taspxyz) (3.1.4)
untuk semua x, y, z €.X, maka T, dan T, mempunyai titik tetap bersama yang tunggal.
Bukti : Pilih suatu titik x, € X sebarang danuntukn=17,2, 3,... definisikan

Tixom = Xon+i dan Taxont = Xom
Diperoleh

p (xpx22) = p(Txo T212)
<a; plxaTxez) + ay p s, Txpz) + agpﬁc:,T,xaz) +
as p (xnTixz) + asp(xox,z)

S(a; + as) p(xoxnz) + ay p(x,x22)
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schingga

a, ta,

P(’c l’xz’z) s P‘%‘ o:x]!z)-

2

a, +ag

Misallan r = <1

—a,
Jadi p(x;x2,2) <r p(xax;,2)
Demikian pula
P (x2x32} = p (T, T%az)
Sy p(xTxnz) + oz pxnTxs,z) + aa.P (%2, T5x,2) +
oy p(x2T3¢n2) + a5 p(%1,%22)
=( a17+ as) p (xi,x22) + & p (x2,%3,0)
schingga

a,+a

of% 2%5,2) < g 0% 1%5,2).

2
Jadi -p{xg,xg,z) <r P (xbe;Z) < ';p (xaxhz) )
- - Jika proses ini kita ulang sebanyak n kali, maka akan didapati hubungan

P (XnXnin2) <7 p(xXoxpz).

Oleh itu {x,} merupakan jujukan Cauchy. Oleh kerana X merupakan ruang lengkap,

maka {x,} menumpu ke suatu unsur z €.X.

Berikut ini akan ditunjukkan bahwa u adalah titik tetap bersama bagi 7; dan-

T>. Ambil z, u & X sebarang, Perhatikan bahwa

P(Tmuz) <p(TrnuXns) + p(Trh, Xnes,2) + P (Xnes,1,2)
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PTuxnnz) = p(Ty Ixy2)
SappuTiz) + o p (% Taxnz) + 0z p(xuTiu,z) +
s o T, 2) + as p{ux,z) (3.1.6)

Dengan mengambil limit untuk » ——> oo pada ketaksamaan (3.1.5) dan (3.1.6), maka
diperoleh p (T; u,uz) = 0 untuk semua z ¢ X, Ini bermakna T = u Jadi u
merupakan titik tetap bagi T';. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahawa u
juga titik tetap bagi 75

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa u adalah tunggal Misalkan terdapat
v € X sehingga Tov = v, dan akan ditunjukkan bahawa ¥ = v. Ambil z € X sebarang.
Maka diperolch

puv,z) = p(TwIwz)

SaypwTiwz) + az p(vTvz) + az p Tz +
as p (v, Tz} + as p (u,v,2)

Sehingga

Py, 2)<(a, +a, +a,) p(u, Vv, z).
Kerana a3 + ay + oy < 1, maka ketaksamaan di atas adalah suatu hal yang mustahil,
kecuali jika p (4,v,2) = 0 untuk setiap z < X, yang bermakna » = v. Jadi u merupakan

titik tetap bersama tunggal bagi T'; dan T’ v
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Defenisi 3.1.6. Misalkan (X, p) ruang metrik-2 dan 7 :X - X . Jika untuk semua
aec X berlaku p(T"a,u,a) —» 0, bila n - «© menyebabkan p(T7"xTu,a) - 0.

Maka T dikatakan orbital kontinu.

Berdasarkan konsep pemetaan yang orbital kontinu dan Lema 3.1.1 akan
dikembangkan kewujud titik tetap untuk dva buah yang orbital kontinu pada ruang
metrik-2.

Teorema 3.1.4. Misalkan (X, p) ruang metrik-2, 7, dan 7, pemetaan yang orbital
kontinu dari X into X, jika T, dan T, memenuhi: |
min{ o (x,7,y,4),  (x,1,%,4), p (3, T,,a) + b min{ p (x, T, y,a), p (¥, T, 3, a)}
Sppxy,a+gplxIixa) (3.1.7)
untuk semua x,y,ae X dan b, p,ge R dengan 0 < p+g <1 untuk setiap xe X,
pemetaan 7, dan 7, mempunyai titik tetap bersama dan jika b >p, maka 7] dan T,
mempunyai titik tetap yang tunggal.
Bukti: Misalakan x, € X' sebarang, dan didcfinisikan
Xoni1 = 1%,
x2u+2 = 2x2n+!
jika untuk svatu ne N, x,, = x,,,,. Maka jelas {x,}barisan Cauchy dan limit dari
{x, }adalah titik tetap dari 7, dan 7,. Untuk itu misalkan x,, = x,,, untuk setiap

n=123,..maka x=x,,, dany = x,, . Maka dengan bentuk sama (3.1.7) diperolch:
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min{p(1.X,, ,T Xy, @) p(X, s [ X 1, 0), p (X0, T X o, 0) 1+
bmin{p(X,, . T.X,,,a),d (X, ., T, X,, ,,a)}
S PP Kon 1 X 3y @)+ 8 P(X 513 1X 5,1,0)
schingga
min { P (X 3y X 3p41: 0 P (X 313X 33 @) P (X 3, X 51 D)} +
bmin{p (X, 1, Xo04128) P (X 32 X0, 3)}
<pp( Xy Xonya)+g p(X,, . X ,,,2)
maka
PX o0 X oy D S (P+ QP (X, 1, X, )
atau
PX XS p(X,, 15X 4, 4) (3.1.8)
dengan O0<h=p+g<l.
Karena ketaksamaan (3.1.8) berlaku untuk semua a< X ,maka berdasarkan

lema 3.1.1, barisan {x, }konvergen kesemua titik e X, maka untuk semua

a e X berlaku
lim(X,,u,a}=0
karena 7; dan T, orbital kontinu maka diperoich

fim p(5,""'x, T, @) = 0

tim p (77""x,Ti,a) = 0
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untuk semua ac X .
Selanjutnya dari sifat 4 pada defenisi 3.1.1. berlaku

pluTua)< p(u,Tu, T x )+ p(u, T x,a)+ p(T**'x,Tu,a)
yang jeclas ruas kanan menuju 0 bila 7 — « jadi p,u,Tju,a)= 0 untuk sctiap ae X,
artinya Tu#=u, dan dengan cara yang sama akan diperoleh Tu=wu. Jadi u
merupakan titik tetap bersama dari 7} dan 7.

Berikutnya akan ditunjukkan ketunggalan dari u, untuk im .misalkan
ve X yang juga titik tetap bersama dari 7, dan T, dengan u=v , karena u=zv
maka berdasarkan defenisi metrik-2 itu didapat ze X sehingga p(u,v,z)# 0, maka
berdasarkan bentuk ketaksamaan 3.1.8 diperolch:

min{ p (7,,u,T,v,z), p(u,Tyu,z), p (u,T,v,z)+

bmin{ p (u,T,v,2z),< p (v,T,u,z)}

splp(u,v,z)+ gp(u,,T,2)

O+bp(u,v,2)< pp (u,v, z)

pu,z) s Ep(u,v,2)

Maka bila 4> p ketaksamaan diatas adalah suatu hal yang mustahil. Jadi
pengandaian kita salah, maka dengan Kkata lain titik tetap bersama dari 7; dan 7,

adalah tunggal.
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3.2  Titik Tetap Untuk Barisan Fungsi

Pada perinsipnya bentuk ketaksamaan pada bagian 3.1 diatas bisa Kkita
perlakukan wuntuk beberapa buah pemecahan , maka berikut ini, dengan
menambahkan syarat lengkap pada ruang metrik-2 (X, p) dan dengan membuang
syarat orbital kontinu untuk pemetaannya, akan ditunjukkan bahwa ketaksamaan
tersebut dapat dimodifikasi untuk barisan fungsi {7, } yaitu sebagai berikut.
Teorema 3.2.1. Misalkan (X, p) ruang metrik-2 lengkap, {7, } adalah barisan
pemetaan dari X kedalam X , sehingga untuk setiap x,y,a< X berlaku.

min{ p (I;x,T,y,a), p (x,T;x,a), p (y,T,y,a)} +

bmin{ p (x,T;y,a), p (y,T;x,a)}

< pp(x,y,a)+ gp (x,1,x,a) 321D
abgeR, dengan 0< p+g <1, maka barisan pemetaan {7,} mempunyai
titiktetap bersama.
Bukti : Untuk sembarang x,c X defenisikan barisan {x,} sebagai berikut.
x,=T(x,.,),untuk n=123,..
Maka dengan pola perhitungan seperti pada data (3.1.1) akan diperoleh {x,} barisan
Cauchy, karena (X, p), mang metrik-2 yang lengkap, maka didapat « ¢ X schingga

y_spap(xn,u,a)zo untuk semua v c X .

Selanjutnya berdasarkan ketaksamaan (3.2.1) dengan x=udan y=x, untuk i=n

diperoleh:

Repository University Of Riau

PERPUSTRKRARND URIVERGBEITAS RIRAU

http://repository.unri.ac.id/



min{ p (T,u,T,x,,a), p (u,T,u,a), p (x,,T,x,,a)} +
b min{ p (u,zj,,, a) p(x,,T u,a)}
<pp(u,x,,a)+ gp{(u,T,u,a)
min{ p(T,,u,%,,,,a) p (u.I ju,a), p(x,,%,,,a)}+
min o (4, Xp400) a), p(x,,T,u,a)}
< pp(u,x,,u)+ gp (u,T,u,a)
Maka apabila pada ketaksamaan di atas diambil litnit untuk 7 — oo diperoleh :
0+0<0+ gpfe, T,u,a}

yang berarti p(7,u,u,a)=Ountuk semua acX, artinya T,z =u, untuk semua
n=1, 2 3,...Jadi v merupakan titik tctap bersama dari barisan {7, }.

Berikut ini akan dikembangkan lagi bentuk teorema diatas untuk barisan
{T,} yang konvergen pemetaan T yang orbital kontinu dengan T mempunyai titik
tetap z,z, — z dan z_titik tetap dan T, .
Teorema 3.2.2, Misalkan (X, p) ruang metrik-2 lengkap dan p kontinu. {7, }
barisan pemetaan dari X kedalam X dan memenuhi ketaksamaan

min{ p(7,x,7,y,a), p(X,T,x,0), p 0, T, y,0)} +

bmin{ p(X,T y,a), p (»,T,%,a)}

SppxRY,a)+gp (BT, x,8) e s 3.2.2)

26
@ Repository University Of Riau

PERPUSTAKRRAND URNRIVERSITRS RIAU
http://repository.unri.ac.id/




untuk x,y,ac X, b,p,geR dengan p < g schingga (T, } konvergen titik demi
titik kesuatu pemetaan T yang orbital kontinu. Ma T mempunyati titik tetap z dan
z, — z dengan z, titik tetap dari T,.
Bukti : Untuk sctiap x, y ¢ X maka dari ketaksamaan (3.2.2) diperolch
min{ p (T, x,T,y,a), p(x, 1%, 0), p (3, T, 3, )} +
bmin{ p(x,7,y,a), p(», T, %,a)}
<pp(xy,a)+g pxI.xa)
Maka apabila diambil limit untuk 7 -« dan dengan menggunakan kekontinuan
dari p, T memenuhi kc.taksamaan dari Poliwal (1987) jadi T’ mempunyai titik tetap
(katakan z) selanjutnya dari hubungan
p(2,2,,@) = p(T.T,, 2,)
<p.T,z2,,T,2)+ p(T,,T,z,0)+ p(T,2,T,2,,a) (3.2.3)
Berdasarkan ketaksamaan (3.2.2)berlaku
min{ p(7,2,7,2,,9), p(27,,2), p(2,1,2,,a)}+
bmin{ p(z,T,z,,a), p(2,,T,7 a)}
0+ bdmin{p(z7T,z,,a)+ p(z,,T,z,a)}
< pp(32,,a)+gp(z,1,2a)
bmin{p(zz, @)+ p(z,.7,%4)}
< pplz,z,,a)+gp(Z,,T,2,a)
maka jika min{o(z,z,.a)p(2,,7,2,a)} = p(2,2,,9),

diperoleh
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bp(z,z,,a)< pp(z,2,,a)+ gp(z,,T,2,a)
£
- P

p(znvz’a)s b p(zn’Tnzsa)

dan jika min{ o (z, z,,a), p(z,,7,2,a)} = p(z,.T,2,4),

diperoleh

bp(z,,T,2a)< pp(z,z2,,a)+ gp(z,T,z,a)

PGyl nd) <L p52,a)+ L p(T,50)
selanjuinya dari hubungan
pIz1 2, T, 2)=p(T,z2,,1,27z)
< —gp(z, z,,7z)+ %p (2,7,2,Tz)
<0 3.2.4)
maka dari ketaksamaan (3.2.3) dan (3.2.4) diperoleh
P £
p(zz,,a)<0+ p(T,,T,2,a)+ ry p(zz,,a)+ B—p(z,T,,z,a)

pl(zz2,,a)< p(z,T,z,a)+ -glp(z, z,,,a)+-§—p(z,?},z,a)
- p(zz,,a)<U+3) p(2,T,2,4a)

p(zz,,a)< bg—”’~p(z,T,,z, a)—>0
-p

Karena ruas kanan pada ketaksamaan diatas menuju nol makalim p(z,z,,4)=0

untuk semua a € X artinya z, konvergen ke z
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Berikut ini kita modifikasi lagi bentuk teorema 3.2.2. di atas dengan
membuang syarat orbital kontinu untuk 77 dan menambahkan syarat T, konvergen
seragam ke 7 dan dengan mempertahankan bentuk — bentuk samaannya akan
diperoleh hasil yang sama. Tepatnya adalah seperti teorema berikut.

Teorema 3.2.3. Misalkan (X, p) ruang metrik-2 lengkap dan {7} barisan pemetaan
dari X into X dengan titik tetap z,, 7 adalah pemetaan dari X into X yang
memenuhi ketaksamaan (3.1.1) dan p< g dengan titik tetap 2. Sehingga T,

konvergen seragam ke I pada {z,} maka z_ konvergenke z.

Bukti : Pandang hubungan ketaksamaan

p(z,,2,a)= p(Tan,Tz,Tm)
< P TaTo)+ pTos 2y Torya)+ p(T2sTyod)  (326)

dan berdasarkan ketaksamaan (3.1.1) diperolch:
min{p(7z,,7z a), p(2,.1z,, @), p(2 T, ,a)} +
bmin{p(z,,T;,a) p(21z,,a)}
< pp(2, 2,0) + gp(2,,12,,a)
maka

bmin{p(z,,72a), p(2,1z,, D} < pp(2,,2,8)+ g0(2,,2,a)+ 8P (2,,72,,a)

Sama seperti bukti teorema 3.2.2. diperoleh dua kekontinuan yatitu jika
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min{ p (z,,7z,,a), p (2,72 ,,a)} = p(z,,Tz,a)
maka

bp(z,,7z,a)< pp(z,,z,a)+ gp (z,,Tz ,,a)
g

p(zn,Tz,a)sb p(z,7z,,a)
jika min{ p(z,,T,,a), p(2,7z,,a)}= p (2,72, ,a)
maka

bp(z,1z,,a)< pp(z,,2,a), pp(z,,12,4)

4 g

p(zaTzn,a)s_b—p(zn:zaa)-i-'b—p(znsrznsa)

sehingga
p(7,2,,72,T2z,y= p{2,72,,2,) >0 3.2.7

maka berdasarkan ketaksamaan (3.2.6) dan (3.2.7) diperoleh

p(z,,2,a)Ys0+ p(T,z,,7Tz,,a)+ p (Iz,, Tz a)

< p(z,,Tz,,a)+ f-p (2, 7,0)+ 0 (2, T2, )

(1— .;L)p (zn,z,a)g (1+ _f,-)p (Zn,TZ p,,a)
b+ g
p-b

p(zn)a!a)s p(zn’Tzn’a)

yang mana ruas kanan akan menuju nol bila n— 0. Jadilim p(z,,2,a)=0

untuk semua g < z artinya z, konvergen ke z.
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