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TITIK TETAP PADA RUANG METRIK

2.1 Teorema Titik Tetap
Misalkan (X, d} ruang metrik. Pemetaan 7' : X'— X dikatakan pemetaan kontraksi
jika terdapat bilangan real k dengan 0 <k <] sehingga
d(Tx, Ty) <k dfx,y),
untuk semua x,y € X.
Berdasarkan  bentuk  pemectaan  Kontraksi tersebut, Banach membuktikan
kewujudan titik tetap pada ruang metrik (X, d} yaitu sebagai berikut
Teorema. 2.1.1. Misatkan (X;d) suatu ruang metrik dan T suatu pemetaan pada ruang
metrik lengkap yang memenuht sifat kontraksi maka terdapat dengan tunggal xp € X
schingga Txp = xg.
Bukti : Ambil x, vy € X, maka dfTx,7y) <adxy) untuk suatn ¢ € [0, 1), selanjutnya
(T, sz) <ad(TxTy) s dfx,y)
Maka untuk scbarang » <V, akan diperolch
dT"x,T"y) <o dxy).
Selanjutnya pilih x; € X dan definsikan barisan {x,} sebagai berikut
x;=Txg x2=TXs ..oy Xp4s = Txp.
Maka diperoleh

x;=Tx; = T(Txg) = T'xp dan untuk sebarang » € N berlaku x, = T"xp.
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Berikutnya akan ditunjukkan bahwa barisan {x,} yanga diperolch merupakan
barisan Cauchy. Untuk itu pilih m,n € N dengan m > n, katakan m = n + p, maka
diperolch

A, Xm) = AXpy Xnap)
SdXnXnry) + AXnsr, Xn12) + - o o F AXnip gy Xnap)
<A, T'x) + ATy T x) + ..+ T % TP 'x))
<d dxgxy) + & dixgx) + ...+ 7P dixgxy)

sd'digx) [l +a+f+... ]

n

dxaxy). . .. .. (2.1.1)
o

a
dxpxm) <

1

Karena lim” = 0. Maka apabila diambil limit pada ruas kanan ketaksamaan (2.1.1)

n—»ol

untuk 7, m ~» oo akan diperoleh lim d(x,,x,) = Oartinya {x,} suatu barisan Cauchy,

" m—yoo

kemudian karena X lengkap, maka terdapat x = X, sehingga lim x, = x, dan selanjutnya

H—o

berlaku ¥m Tx, = Ix, sedangkan Tx, = x,.; dan juga {7x,} merupakan sub barisan dari

n—o

barisan {x,} , maka sub barisan {Tx,} haruslah juga konvergen ke x dengan kata lain

lim 7x, = x, sehingga diperoleh Tx = x. Arinya x merupakan titik tetap dari T.

Kemudian akan ditunjukkan ketunggalan dari x, untuk itn misalkan terdapat
y € X dengan x =y dan 7y = y, maka dari hubungan

dtxy) = d(Tx,Ty) S a dix,y)
karena a € {0, 7). Maka ketaksamaan di atas adalah suatu hal yang mustahil, jadi

haruslah x = y. Dengan kata lain titik tetap dari T adalah tunggal.
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Later [1968] dan Kanaan [1968] mengubah bentuk kontraksi tersebut menjadi
bentuk
AT Ty) < BdsTx) + deT3)) 2.12)

Kemudian Fisher [1975] memodifikasi bentuk ketaksamaan (2.1.2) menjadi bentuk

d(Tx,Ty) <y(dxTy) + d,Tx)) (2.1.3)
atau

d(TxTy) Sadxy) + f{dxTx) + dy.Ty)} + y{dxTy) + dpTx)}(2.1.4)
dengan

0<%t P 4 pay
1-g-r

a+2y<ldany=>0

Bentuk kontraksi yang paling menarik adalah hasil yang dikemukakan oleh Jaggi
dan Dass [1980] yaitu seperti teorema berikut ini:
Teorema 2.1.1 Misalkan (X,d) ruang metrik dan T pemetaan pada X onto X yang
memenuhi
i Untuk suatu «, B /0,1) dengan a + f <1 berlaku

ad(x,Tx)d(y,Ty)
d(x,Tx)+ d(»,Ty)+ d(x, )

d(Tx,Tv) < + Bd(x,y) (2.1.5)

Untuk semua x, y € X, dengan x =v.
1 Terdapat x; € X sehingga
(T" (0} 2{T"(x0))

dengan
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lim T™(x)e X
maka T mempunyai titik tetap

u=lim 7% (x,)

pasient
Bukti: Definisikan barisan {x,} sebagai berikut
X, =T, =Tx,,, n=12 ...
maka diperoleh
A%y +3 %n) * dfTx, Ty )

- ad(x,,x,)d(x,_,x,)
- d(xn 3 Xy ) + d(xn-l H xn+1 ) + d(xn 1 %p0 )

+fd(x,,x, ;)

o 44 [d (xn 2 xn—l ) + d(xn—! 1 xn+l )]d(xn—l L4 xn )

d(x, ,x,,)+d(x,,%, ) + fd(x,,x,.)
= ((,.( + ﬂ d(xm xn_))
'_<( w+ B dixy, xg) (2.1.6)

karena 0 <« + f# < I, maka ruas kanan ketaksamaan (2.1.6) diatas akan menuju nol bila
n — . Misalkan m > n maka dari hubungan

d{xm xm) S d(xn!xn+1 ) + d(xn+l’xn+2)+K + d(x -l’xm)

< 8" d(x, %)+ 8" d(x,, x)+K + 5 d(x,,x,)

< 8"d{(x,x 1+ 5+ 5 +K)
schingga

87d(xy, %)

- (2.1.7)

d(x,,x,) <
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dengan 6 =(a+ ), karena 0 <a+ f<imaka 0 <d</.
Jadi ruas kanan pada ketaksamaan (2.1.7) diatas akan menwju nol bila nm — .
schingga (x.} merupakan barisan Cauchy. Karena (X,d) lengkap, maka terdapat u ¢ X

sehingga lim (x,,2) =0. Selanjutnya akn ditunjukkan T(i) = u. Untuk itu andaikan

T(u) =u maka

tim d(x,, Tu) = d(u,Tu) > 0

akibatnya dengan menggunakan ketaksamaan (2.1.5) diperoleh
d{u,Tu) < d(u,Tx )+ d(Tx,,Tu)

ad(x,,Tx,)d(u,Tu)

d(x,, Tu)+ d{u,Tx, )+ d(x,,u) + Bd(x,,u) (2.1.8)

<d(u,Ix)+

Jelas ruas kanan pada ketaksamaan (2 .1.8) diatas akan menuju nol bila n — o , Jadi
d(u,Tu) — 0. Suatu hal yang kontradiksi dengan pengandaian, jadi haruslah dfu,Tu) = 0
artinya Tu = u dengan akta lain u merupakan titik tetap dari T. Dan berdasarkan
pendefinisian dari barisan {x,} jelas bahwa

— T T
u=Hm7™(x)

2.2. Titik tetap barisan pemetaan

Dalam tulisan berikut ini, selalu dimisalkan bahwa (X;d) adalah suat: ruang
metrik lengkap dan akan dianalisa masalah konvergensi titik tetap untuk barisan
pemetaan yang merupakan barisan pemetaan kontraksi.
Teorema 2.2.1. Misalkan {7, }adalah barisan pemetaan dari setiap pemetaan yang paling

sedikit mempunyai satu titik tetap x;, =1,2,3, . . . dan T,: X — X pemetaan koniraksi
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dengan d(T,x,7,y)< k,d(x,y) dan barisan {7,} konvergen seragam ke T, Maka
{x, }konvergen ke xo
Bukti: Misalkan € > 0 sebarang. Pilih »_ sehingga untuk setiap » > N berlaku
AT, x,T,y)<el—k,).
Karena barisan {7, }konvergen seragam ke T,, maka untuk n > N.
dlx,x, )= dT,x,,To%, )
< T, %, Tyx, )+ HTyx,, %)

< e(1-k,)+ kydix,,x,)

schingga d(x,,x,)< & Jadi {x, }konvergen ke x,.
Teorema 2.2.2. Misalkan {T, }adalah barisan pemetaan dari setiap pemetaan yang paling
sedikit mempunyai satu tibik fetap, x, = 7., dan 7, : X — X schingga untuk suatu
bilangan bulat m, 7, merupakan pemetaan kontraksiJika barisan {7, Jkonvergen
seragam ke 77 maka barisan {x, }konvergen ke xo= Tpxg,
Bukti: Misalkan k, € (0,1) mempunyai sifat bahwa

d(To’"x, Ty y)s krd(x,y).
Decfinisikan suatu metrik baru pada X, yang ckivalen ke metrik d, dengan relasi

d"(x,y)—_- d(x1y)+ %d(Tox’Toy)"' -t %:—1 d(Tox’Toy)-

Catat bahwa terhadap metrik d~, Ty pemetaan merupakan pemetaan kontrkasi, yaitu:
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d (T T,y)= dTx Toy)+ Y dTeTip)+ .+ %r:_, AT y)
<k Ad(T, %, T,y) k, +...+ %g' dTr Ty}
< ko(d(To”'x, Toy)+ ot d(x,3)
=k, d"(x,y).
Maka berdasarkan hubungan ketaksamaan di atas, karena %, (0, 1) maka T,
suatu pemetaan kontraksi, jadi barisan {x,} konvergen ke suatu titik x5 = Toxo.
Teorema 2.2.3. Misalkan (X;d) ruang metrik kompak lokal dan (7,} : X —» X suatu
barisan pemetaan schingpa
1. T suam pemetaan kontraksi unfuk suatu m = m(n).
2. {7, } Konvergen ke Ty titik demi titik dan {7, } barisan yang ckikontinu.
Maka barisan {x,} konvergen ke x,
Bukti : Ambil x, = Tx, untukn = 1, 2, 3, . . . kemudian ambil & > 0 schingga himpunan
Kip & = {x:dGox) S £}
Merupakan himpunan kompak pada X. Seclanjuinya karena {7,} ckikontinu dan
konvergen titik demi titik pada himpunan kompak K(xp g, mengakibatkan (T,}
konvergen seragam pada K(x, g). Pilih N, schingga untuk semua n > N, dan untuk semua
x € K{xp, &) berlaku
ATyx, Trx) S(1 - ke
dengan
dTy'x 1.)y) < kdfxy)

jadi untuk 7z > N, diperoleh
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A1y x, xo) = ATy x, T, xo)
<d(Tx, T)x,)
<fl-ke ke=¢
Maka Kxp, £ invariant untuk 7" untuk n 2 N, Selanjutnya kerena T, juga sekaligus
merupakan iterasi pemetaan dengan iterasi m, maka titik tetap dari 7, berada pada
K{xs £ untuk n >N, dipihak lain himpunan K¢x, £ adalah kompak, maka berdasarkan
pendefinisian K(x, £ akan diperoleh dfx.x, ) < £ untuk n 2 N, ini berarti bahwa x,

konvergen ke x.,.
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