BAB 111
KETERBATASAN
JARI-JARI SPERKTRAL SUATU MATRIKS

3.1. KETERBATASAN JARI-JAR}I SPEKTRAL MATRIK A

Misalkan «, = Iaﬁ‘exp(if)ﬁ)dimzma 0<8, <2

Definisikan «, = [pﬂ/l“)]u. k=123....

Lemma 1. : Jika & dan r bilangan bulat positif. maka ;
wy, S,

D

Bukti;: Karena 0 < iAk"‘ < ’4‘5 . dan dar ketaksamaan

;)0,4!"1)5 p( A* .'] .

Yang memenuhi persamaan

o] )= el

Kounsekuensinya

/

o= )]

atau w' Lw

dalam hal khusus, secara deduktif dapat disimpulkan:

) r=i25..

W, S w; = p(].*‘l
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Lemma 2 : Jika barisan w,(k = 1,2.3....) vang mempunyai batas bawah p(A4)

adalah konvergen ke p(A).

Bukti: Misalkan p(/lk)s p(’/!"" D dan

pl4) < m A/"mfk - o

Untuk menunjukkan konvergen dari o . kita definisikan multiphkasi

norm matriks:

N(A4) = mm'!: i laf.f@ dan

<i<n j=1

fim [N(A’" )]’*' = p(4)

k—eo

Karena [p{4 )}/‘ <k < N(A!")

Schingga /fim wyp = p(4)

k—»en

Teorema 1: Jika A hanya mempunyai elemen tak nol dan m>1, maka w; = w,,

Bukti:

jika dan hanya jika p(A4) = w,
Misalkan p(A) = wi, dan untuk wy = wi (k= 1230 } dan dalam

beutuk tertentu w; = w,,, untuk m™1 diperoleh :
ol 47}) = TolA)l" = oL

Misalkan [A[madal:_ah suatu matriks positif dan 'A’”

AH.’

I
< !AI . menurut
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teori Perron-Frobenius %A'"L? !A"”. dan 9_;‘/, +9/f,: +o.H8 = ay

m=/
Yang kongruen dengan 27 dan « o merupakan argument ke-j & dan
elemen A" serta /1,115, ... 1, dengan 1 </, < n(i = 1,2,3.....m— ) adalah
saling bebas.
Dalam bentuk khusus :
ap) =6 +9_” +Opp o F G =040, 10, +..+0,,,.0, =a,
Sehingga
ay =0+ +0p .40, +6,
dan
A =040 +0; +... 40+ 0y
Oleh sebab itu
Q +ay = Oy +8+...+8;, +6;; +F)j-, +8,, 4. +0;, +ay
=a, +a,
Misalkan O, =a;; .. [<r =,
Maka
Qi =y +a_M. —
Sy oy —ayy
=[2a); -~ ay+an -y

=0y = +ay
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Definiskan D sebagai suatu matriks :

D= df(!g((’.\'p(f(slr.f(")‘_ﬂ ,1'(5‘_; e .1'(3.” ))

Maka A" = (expic;)D

;)(/I'“): ;JU/?”' j) dan

dan p(A): Wy =g

A’”!D' ! jadi

Teorema 2:  Jika /m dan r merupakan bilangan bualt positif dengan +>/ dan

]A”’ >0, maka ,, = @, jika dan hanya jika p{4) = w,,

Bukti: Misalkan w, = w,,, .

o [
dan [ ;)( /!”'l]—

Sedangkan |4”

»

> 0. jika ‘c'liaplikasikau A™ pada Teorema | dapat
disimpulkan
p(/l.”?): '(;( f’I””]

Otleh sebab itu, p(A ) = tw,,

Andaikan tidak berfaku hubungan  p({) = w,, . maka ménurut Lemma |
dapat disimpulkan @, Zw,,.  dan menurut Lemma 2 w,,,, = o(4).

Konsekuensinya ,,, = (,,, .
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Teorema 3: Menempatkan suatu matriks A vang mempunyai elemen tidak nol
“dengan kondisi lemah ™, untuk beberapa r vang tidak » kolom atau r

/1

baris dari A yang mepunyai clemen D dan |4

> (7 Teorema 2 dapat

dimodifikasikan secara analisis.
Bagaimana dari contoh berikut ditunjukkan sccara umum sesuatu yang mustahil
yang melemahkan asumsi Tcorema [, dimana A merupakan suatu matriks dengan

hanya elemen tidak nol yang disebut A merupakan tidak tereduksi (irreducibie).

0o 10
Misal A=|—-; 0 |
0 0 i

Maka A tidak tereduksi tetapi o(cr)= 0 dan ;= (0 = NE]

Didalam Teorema 2 dibuktikan suatu kondisi w, = w;. dimana i<k, /|k dan

l;"li > 0 diperlukan untuk menjamin p(4) = ;.

Berikut it dtunjukkan suatu metode dalam suatu kasus perkiraan, kasus untuk
w~ yang merupakan batas terbaik untuk p(4) dan pada o, sendiri.

2~

Misal A = {; J. maka p(4) =162, w, =2.62 dan.w-=1,82

Akat kuadrat jari-jari Gerschgorin diestimate p(!AJD adalah 2.
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3.2. BATAS BAWAH UNTUK JARI-JARI SPEKTRAL MATRIKS A

Norm dari multiplikasi matriks Forbenius didefinisikan sebagai:

/

-

H)=13

4
“4’/’}
i

Karena & adalah multiplikative norm, jadi p(4) < £(4). Berikut ini suatu kondisi

untuk suatu persamaan:

Lemma 3 : Norm Frobenius dari matriks A — |a;i] merupakan jari-jani spektral

. .. 0 = _
Jika dan hanya pika « ;. = ' xjxk, diamana ¥ merupakan kompleks

sckawan dari x dan 0 £ 6 £ 27

—_= =i
Bukti : Jika a, = c'f().\_'j.\_‘/«'. ( .k = 1.2.5. ....n). maka eigen value yang tidak nol

R it o
dari A hanyalah o' > ‘.\“,- dan
g

vektor vang berkorespondensi

adalah komponen x; (j = 1.2.3.....n).

Sclanjutinya [1.'(A )]:

It
—
~
-,
-~
>

|
N
=
!
=
£y
-

Asumsikan p(4) = £(4) dengan p(A4) > 0. scdangkan £(4) = p{4) = 0

vang berimlpikasi A - 0. Misaikan c'”p(A) merupakan eigen value dari

modulo maksimum, yang mana mepunyai komponen eigen vektor x; ( j

= 1.2,3.....n} dari normalisasi pA)=3 I'Tf
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Dengan ketaksamaan Cauchy-Schwaz diperolch:
-

i
2N |

PR

( 2 'a},,\J J [iZJ‘Aaﬁ]- J=4123....n

jadi untuk p(A)= &(4) . dipeuhi oleh persamaan

t’mp(A).\“f J’ _

g = ’U-‘Ek . (],k = 1.2.3....n)

dimana n,/ merupakan konstanta dan

. 1l
c'”p((:)x j =0 Ry = njp(A)
e

. i it
dengan nj =¢'" dan a o= ¢ 7Ny

Notin Frobenius adalah akar kuadrat dari jumlah kuadrat dari nilai singular
matriks A dan nilai singular itui sendiri adalah labih atau sama dengan jari-jari

spektral.

Suatu batasan untuk p(4) yang bergantung pada £{4) dari Lemma 3 diperoleh
dengan meminimalisasi Norm Frobenius dari suatu matriks yang similar pada A

yang didefinisikan:

i AR -
R’ = Z ‘({!‘}' "l(f‘,.,'i
J=1 y
f‘&
" 2 2 -
= > ‘cﬂ- |a”
g=1
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Teorema 4 : Jika A merupakan matriks kompleks berukuran nxn. maka

[p(A )]: < [;;(/! )]‘1 - [mm’(R, e )]:

Bukti : Akan ditunjukkan statemen yang ekivalen:

lo(A) <le(A) - (R -C,F. i=1.

[

3.0

Pertama-tama misatkan C dan R tidak satupun vang nol dan D merupakan
matriks diagonal dimana elemen-elemen pada diagonalnya semuanya satu

kecuali untuk r= 0 dalam posisi ke-1. maka:

Ml
g_

DD, ' = l(A) = R = CF 417 R 177

tp(/IX" < ‘fl
Jika diminimalisasi pada ruas Kanan yang dinyatakan dalam r yang

.2
memenuhi r ~ = ¢/R,

‘(;(A): - (RI - (‘:‘ ):i

maka [p(A)]J <

dengan p(4) dan £(4). R, dan C; merupakan efemen dari A yang

bergantung continu dan R; dan C, # 0 tidak apat dihapuskan.

Teorema 5 : Jika A matriks kompleks berukuran nxn maka

}-u

plA)< (/ - j—]I:{@:(LS'.-IS_")T.W Tr'A|”: /n} T

H

untuk suatu S non singular.
Bukti : Misalkan A

Merupakan eigen value dari modulo maximum, maka bentuk:

;
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file://-/TrAf

-

SI4 < js4s7'))

i=f

dengan aplikasi dari ketidaksamaan Cauchy-schwarz diperoleh:

P - - i .
P s{g(SAS F - sla
I

< ‘5(5,45’ ] - SA

M:n:

—%H—/)

= (&'(SAS"I)Y —|7rd =2, :/(n - 1)

dengan rata-rata dasar diperoleh;

Feorema 6

| 2| < [l —])!H[(&'(SAS_/)): - n-A|:/n}l: +(TrA/n

1

Misalkan A merupakan matriks kompleks non  singular

!
} n-1

berukuran nxn. maka:

p(4) < e{sas~ )~ - f){J dor A /

untuk suatu S non singutar.

y(SAS_I i

Bukti : Misalkan »,,

Al

Merupakan eigen value dari modulo maximum seperti pada Teorema 3.

T N P - 1,02
{/l”.,j SIL(LS"IS J - Zi/‘.”

[ESIH
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dengan aplikasi dari  Ketaksamaan rata-rata  aritmatika-geometri

diperoleh:

/1”,‘: < ’L‘(SHS"I)H ~ (- i)ﬂ‘&/l,-jn-f

2

!

dengan ﬂlijl{nin = (!de"Ai:/zm:T””

Izm

!

> {!a’ef ."J!:/{z:(_SAS_”):}(” .

schingga diperoleh :

Bl !

oY <lelsis | = o= Dfeea? felsas~ o

Sebagai iluistrast dan contoh untuk matriks

2 3 2 X U
3 2
A=1710 3 4| diperolch p{d4)= 77dan [ZMJJ =[1358
3 6 1 =1

Batasan Ledermann [2] adalah 16.7. batasan dari Teorema 3 adalah 11.9 dan

dengan menggunakan batasan Teorema < adalah 113 dan dari teorema 5

batasannya adalah 11.6
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