
BAB III 

K E T E R B A T A S A N 

J A R I - J A R I S P E K T R A L S U A T U M A T R I K S 

3.L K E T E R B A T A S A N J A R I - J A R I S P E K T R A L M A T R I K A 

exp(/(9 .̂̂  )dimaiia 0 < 6̂ .̂  < I/r. 

Definisikan co, = [piA' )}', k = 1.2,3,... 

Misalkan r/.̂  = CI, 

Lemma 1. : Jika k dan r bilangan bulat positif, maka 

Bukti: Karena 0 < A^'' < A^ , dan dari ketaksamaan 

ikr A' 

Yang memeiudn persamaan 

P 

Konsekuensinya 

A' >( 
V J 

p A kr < P 

atau (o'"' < co'' 

dalam lial kluisus, secara deduktif dapat disimpulkan: 

(0, <(0i = pi\A), 1,2,3.... 
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Lemma 2 : Jika barisan (Oi^{k = J,2.3,...) yang mempunyai batas bawab P{A) 

adakih konveigen ke P{A). 

Bukti: Misalkan p[A''j< p 

p{A)< 

A'' , . dan 

.A' 
V 

= (Ok 

Untuk menunjukkan konveigen dari (o^,, kita definisikan multiplikasi 

norm matriks; 

N{A)= max 
l<i<n 

I 
.1=1 

CI, dan 

Hill 

Karena [p{A)f < co//' < N{A' 

Seliingga ///// (O/. = P{A) 

Teorema 1: Jika A hanya mempunyai elemen tak nol dan m > l , maka W | = w„, 

jika dan hanya jika P{A) = W| 

Bukti: Misalkan P{A) = w i , dan untuk W | = WK ( k = 1.2.3... ) dan dalam 

bentuk teitentu Wi = w,„, untuk m^ 1 diperoleh : 

MA)] p A 111 
= P A 

III 

Misalkan A adal;ali suatu matriks positif dan A' < A , menurut 
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teori PeiTon-Fiobenius A III = 1/^1"'. dan ^ , / ^+^ /^ /_ ,+ . . . + ̂ / _ , 

Yang kongruen dengan 2/r dan â yi merupakan argument ke-J.k dan 

elemen A'" seita •Jm-i dengan I < I, < = 1,2,3 ni - j) adalah 

saling bebas. 

Dalam bentuk khusus : 

a,, =0ij+dji +0,1,+... + 011 =0„+0i,+0,i+... + 0,,,0,i =a 
1.1 '^.U 

Seliingga 

«,/ =0i/+0n+0ii+...+ 011+0,1 

dan 

ajk =djl+0,1+6,,+... + 011+0,1^ 

Oleh sebab itu 

a,j + =011+011+... + e,i+ 0,^ + 0j, +0,,+... + 0,i+a,^ 

Misalkan S,. = a,, - a,,., I < r < ii. 

Maka 

2a//-a/,J + a//, - « / / 

= S,-S,, +a,, 
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Defniiskaii D sebagai suatu matriks : 

D = diag{e\-p{iS I, /(̂ "_->, iS^ /<V,,)) 

Maka A'" = (e .Y / ; /a/ /)D A' D^'. Jadi 

/ / ' " dan 

dan P{A)= (O,,, = (o, 

Teorema 2: Jika /// dan r merupakan bilangan bualt positif dengan /•>/ dan 

A III > 0, maka (o,,, = jika dan hanya jika P{A) = (O,„ 

Bukti: Misalkan (o,,^ = (o,.,,,, 

maka 

dan 

P A' P A' 

- / r \1 ,111 I nil p 
V 

A J = P 
V 

A ) 

\ J 

Sedangkan A'" > 0 , jika diaplikasikan A'" pada Teorema 1 dapat 

disimpulkan 

Oleh sebab itu, p{A) = co,^ 

Andaikan tidak berlaku hubungan P { A ) - CO,,, . maka menurut Lemma 1 

dapat disimpulkan (o,,, > (Oi-,,,, dan menurut Lemma 2 (o,.„, > P { A ) . 

Konsekuensinya co,„ - ru,.,,,. 

-'Ill 
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Teorema 3: Menempjitkan suatu matriks A yang mempunyai elemen tidak nol 

"dengan kondisi lemah ' \ untuk beberapa /• yang tidak /• kolom atau r 

baris dari A yang mepunyai elemen D dan \A" > 0 Teorema 2 dapat 

dimodifikasikan secara analisis. 

Bagaimana dari contoh berikut ditunjukkan secara umum sesuatu yang mustahil 

yang melemahkan asumsi Teorema I , dimana A merupakan suatu matriks dengan 

hanya elemen tidak nol yang disebut A merupakan tidak tereduksi (irreducible). 

Misal A = 

n I 0 

-J 0 I 

0 0 I 

Maka A tidak tereduksi tetapi p{ci) - 0 dan (o, - (o^ = -il 

Didalam Teorema 2 dibuktikan suatu kondisi ru, = coj-, dimana i<k, i\k dan 

A' > 0 diperlukan untuk menjamin P { A ) = (O, . 

Berikut ini dtunjukkan suatu metode dalam suatu kasus perkiraan, kasus untuk 

yang merupakan batas terbaik untuk dan pada (O/ sendiri. 

Misal A = 
2 - / 

/ - / 
, maka P { A ) = 1,62, co/ =2,62 dan - cti^ = 1,82 

Akar kuadrat jari-jari Gerschgorin diestiinate p A- adalah 2. 
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3.2. B A T A S B A W A H U N T U K J A R I - J A R I S P E K T R A L M A T R I K S A 

Norm dari multiplikasi matriks Forbenius didefinisikan sebagai: 

Karena i'adalah multiplikative nonn, jadi < •!;•(/}). Berikut ini suatu kondisi 

untuk suatu persamaan: 

Lemmii 3 : Norm Frobenius dari matriks A [a,,] merupakan jari-jari spektral 

jika dan hanya jika a p. -c'^'xjxk. diamana x merupakan kompleks 

sekawan dari \ K dan 0 < 0 < 2IT . 

Bukti : Jika a jj. = c'^^xjxk, ( j , k = 1,2.3 n), maka eigen value yang tidak nol 

dari A hanyalah e 

( j . k = 1,2, 3. 

n 

z 
n 

z 
1/=/ J 

dan vektor yang berkorespondensi 

adalah komponen Xj ( j = 1,2.3 n). 

Selanjutnya [i'C-^)]" = X 
i.k=l 

f 
n 
z = 

J 

Asumsikan = 6-(/l) dengan > fl. sedangkan S{A)=P{A)=0 

yang berimlpikasi A - 0. Misalkan c'^'P{A) mempakan eigen value dari 

modulo maksimum, yang mana mepunyai komponen eigen vektor x, ( j 

= 1.2,3 n) dari normalisasi p{A)= ^ .V , 
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Dengan ketaksamaan Cauchy-Sclivvaz diperoleli: 

e'"p{A)., ' = 
k-~l 

< ( " ^> f n .^ 

Z.v,- , ./ = / , 2 , i // 
; \k=i J 

jadi mituk p{A) = I : { A ) . dipeuhi oleh persamaan 

1.2,3. .. 

dimana iij mempakan konstanta dan 

dengan iij-e^' dan a jj. -e'^'x/Xk 

Nonn Frobenius adalah akar kuadrat dari jumlah kuadrat daii nilai singular 

matriks A dan nilai singular itui sendiri adalah labih atau sama dengan jari-jari 

spektral. 

Suatu batasan untuk p{A) yang bergantung pada dari Lemma 3 diperoleh 

dengan meminimalisasi Norm Frobenius dari suatu matriks yang similar pada A. 

yang didefinisikan: 

R. = 
n J 

z 

z 0' — 
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Teorema 4 : Jika A merupakan matriks kompleks berukuran nxn, maka 

'p{A)]- < [4A)f - [max{R, - C, )f 

Bukti : Akan ditunjukkan statemen yang ekivalen: 

p{Af <\4Af-{R,-C,)-. , = 1.2.3 

Peitama-tama misalkan C dan R tidak satupun yang nol dan D merupakan 

matriks diagonal dimana elemen-elemen jnida diagonalnya semuanya satu 

kecuali untuk 0 dalam posisi ke-i. maka: 

p{Af<\, D,AD, - I = - /?, - C,- +r-Ri- + / • - Q -

j ika diminimalisasi pada ruas kanan yang dinyatakan dalam r yang 

memenuhi r " = ci/R, 

maka [P{A)]- < - (/?, - C,)" 

dengan P { A ) dan e{A). K, dan C, merupakan elemen dari A yang 

bergantung continu dan Rj dan C, 0 tidak apat dihapuskan. 

Teorema 5 : Jika A matriks kompleks berukuran nxn maka 

p{A)< ( 1^ 
/ ^ -

I in -

gular. 

\{sAS-']i-\TrAf /// + TrAlii 

Bukti : Misalkan A. 

Merupakan eigen value dari modulo maximum, maka bentuk: 
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n SAS -~l 

dengan aplikasi dari ketidaksaniaan Caucliy-sciiwarz diperoleh: 

< SAS^'Y -

SAS I{n-I) 

= [,{sAS-'y -\rrA-X„,\' 

dengan rata-rata dasar diperoleh: 

•in < f ' - ' l 
^ 'U L 

" (i;(sAS~'f -\frA /// + (TrA/ii 

Teorema 6 : Misalkan A merupakan matriks kompleks non singular 

berukuran nxn, maka: 

p{A]- < [^{sAS~'f - [n - l)\\defA\-/i:(sAS-' 
II-1 

untuk suatu S non singular. 

Bukti : Misalkan A •III 

Merupakan eigen value dari modulo maximum sepeiti pada Teorema 5. 

v(sAS-'\ -
i~iii 
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dengan aplikasi dari ketaksamaan rata-rata aritmatika-geometri 

diperoleh: 

1 
~ < 

dengan f] defA iii-n 

> < det A SAS~' 
( " / I 

sehingga diperoleh : 

p{Af < s[sAS'']' -{n- l)\detA 

Sebagai iluistrasi dan contoh untuk matriks 

'SAS~'^''-'^ 

A = 
J J 1 

10 3 4 

3 6 I 

diperoleh / ' ( / ) ) = / /dan 
^ 3 ^ 

- II.5S 

Batasan Ledermann [2] adalah 16.7. batasan dari Teorema 3 adalah 11,9 dan 

dengan menggunakan batasan Teorema 4 adalah 11,3 dan dari teorema 5 

batasannya adalah I 1,6 
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