BAB 11
JARI-JARI SPEKTRAL

2.1. JARI-JARI SPEKTRAL SUATU MATRIKS

Himpunan dari semua nilai eigen suatu matriks A disebut spektral,
sedangkan jari-jari spektral dari matriks A dinotasikan dengan p(A) adalah harga
mutiak makstmum dari nilai eigen matriks A,

p(A)= max

oty A

Secara umum spektral dari suatu ruang cigen (eigen space) didefinisikan
sebagai berikut:

Definisi 1'"': Jika m, =m(A.T) yang tidak nol maka A disebut eigen value dari T,
dan m, disebut ruang eigen A dant T. jika « suatu vektor tidak nolk di
dalam m, . maka o disebut eigen vektor dari T, sedangkan (A.u)
disebut eigen pair dari T.
Himpunan semua eigen value dari T disebut spektral dari T dan di tulis
Sp(T).

Teorema 1'': Jika P merupakan proyeksi ortogonal dari V dalam sub ruang sejati S,
maka cigen value dari P adalal O dan 1. ditulis Sp (P} = [0.[}. yang
berkoresponden dengan © my, = Sty =8

Bukti: my=NP=5s'

my=Rp =38

karena S merupakan subruang sejati dari V.

maka tak satupun dari $ atau ' P

yang merupakan subruang nol. Gambar 2.1°

sehingga my, dan m; tidak nol.
Untuk eigen value dari P,
Misalkan (A .« ) merupakan gigen pair dari P. maka

Po = Ace . sehingga

P(Per) & Phoe =Py utau
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P(Pu} = APu
tetapi Po merupakan bagian dari S, schingga
P(Pee) = Pa ., kontradiksinva
APo = Pa atau
(A -DPa =0
Jika o =0, scdangkan o merupakan eigen vektor maka persamaan
dipenuli oleh Po = 0
schingga A —1=0.ataud =1
jadi eigen value ari P adalah 0 dan 1.

Bentuk i diberikan contoh sederhana dari teori spektral:

4 -2 1
Ditentukan # =1 -2 | 2
1 2 4

A merupakan cigen value dari I, pka dan hanva pka T3 - T-A1 mempunyai ruang
nol yang tidak kosong:
Persamaan karaktevistik dari T, diperoleh dari ruang penyelesaian yang tidak nol.
Dari sistem persamaan
4-r =2 i X,
-2 1-A 2 Xoi=00 L (2)
1 2 4-A X,
Jika dan hanya jika determinat kocfisien adalah nol:
4-r =2 I -
detfT )= =2 I=h 2 (=0 o (2.2
] 2 4-A
yang menghasilkan persamaan Karakteristik:
—(A+1)A-3) =0
Solusi persamaan dipenuhi untuk
A=5dan A=-1
Jadi spektrum dari T adalah
Sp(Ty={-L.5} ¢
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Untuk A = -1 di subtitusikan kedalam persamaan (2.1) menghasilakn ruang eigen

m.; dengan m, = [(-1.-2.1)}
Dan untuk X = 5, menghasilkan ruang eigen

ms = H{1.0.01).(-2.1,0)}
vektor (-1,-2. 1) tegak lurus pada setiap vektor dari {(1.0.1).(-2.1.0)}.
jadi m.; dan ms saling tegak lurus satu dengan latnnya.
Sistem m; m.;, ms merupakan sistem mtogon‘ul dari subruang tidak nol ari R', maka
m merupakan basis ortogonal dari R, dengan direct sum m., @ msadalah subruang
dari R* yang diberikan oleh:

dim (m.,; @ mg) = dim (my) @ dim (ns)

~ 142

)
— Ja

. . . P
m. @ msmerupakan subruang tiga dimensional dart R

3
R'=m, & ms
M.

Gambar 2.2 . g |

. . . [ | '
Jika P dan Ps mempunyai proyveksi ortogonal dari R” pada nuy dan ms. diperoieh:

a=Pra +Psa

To =T(Pyo) + T(Psa) ;
=-1Pga + 5Psa
= (1P, + 5Ps) w
karena P, o e m.;. Pse ms. untuk semua o R’ diperoleh hubungan\ operator:
T=-P.+5P;
Relasai ini disebut dikomposisi spektral dari T dan setiap vektor O € R* merupakan

Jumlah dari dua vektor m'tog?,nal vang tidak nol. &, dan ; dari T dengan:
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Relasai ini disebut dikomposisi spektral dari T dan setiap vektor O € R’ merupakan
jumlah dart dua vektor ortogonal yang tidak nol. &, dan ¢; dan T dengan:
~ O+ O,

o, nn. & ems, diperoleh:

TO =TO, +TO,

=-0 + 50,

Dari nilai eigen A~ -1 dan 3 diperoleh suatu basis dari eigen vektor dari m., dan ms
adalah:

B = {(-1.-2,1). (1.0.1). (-2.1,0}}

Diperoleh matriks [T]y; yang diagonal -

-1 0 0
[Tl.=] 0 5 0
0 5

2.2. TEOREMA SPEKTRAL
Definisi 2'*: suatu operator T merupakan spektral jika spektramnya tidak kosong
dan system ruang eigen membangun / merentang pada duynaiu V.
Jika T merupakan spektral dan
S]J(T) = { 7& 1- 7\,2, ?L_‘r.._ . }»n}
Maka y

V=mA, &mi, DmA,...@mA,

Jika T spektral, maka setiap vektor ¢ € V merupakan jumlah dari setiap vektor dari

eigen vektor T:

@Repositor}f University Of Riau
PERPUSTHRKARN UNIVUERSITARAS RIRAU
http:/frepository.unri.ac.id/



W= +a, +o, +...+d

"

dengan o, € mot,, ¢, € M, &, € MU,.....¢L, € MW,

sehingga To = A0, + A0, +... + A,
Suatu spektral operator T disebut juga diagonalizable dan dituliskan sebagai
SP{T)= 1A, Ao, Al Al
Untuk setiap i = 1,2.3... . h. dan denagn memilih suatu basis B; dari m A,
Sedangkan
V=mA, &mA, EmA,...EOmai, |

maka sistem B : B, By, Bs,....B, merupakan suatu basis dari eigen vektor dari T.

Bentuk matriks B dari T adalah diagonal dan dituliskan sebagai

Al

i
Al

[T]n =

>

KTk

Definisi 2: Suatu operator T dikatakan menjadi simetrik jika untuk setiap o,p eV,
maka Taf3 =aTB dan T dikat‘akan simetrik, jika fungsional F(x,y) = Ty,
dan simetrik di dalam variabel vektor x,y, Linui_k setiap \ye V maka,
F(x,y) = F(y.x).

Teorema 2: Jika T merupakan operator simetrik dan S suatu'.subhlilang invarian T,
maka S* juga invarian T. ‘

Fka Ay dan A, merupakan eigen value yang berhe_(la dari T, maka m};

dan m A ; saling tegak lurus:

ma lmis Ay= Ao
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@

atau jika A . Az A Ay merupakan eigen value dari T, maka sistem
MAy, MAz mAis....mA, merupakan sistem ortogonal dari subruang V

yang tidak nol.

Bukti: Misalkan o €S8 maka o LS atau « .p= 0. untuk setiap BeS

Karena § adalab mvarian T, maka . TR~0. B e §.

Kesimetrisan dari T dipenuhi oleh hubungan T . f = «. TR=0, B 8S.

. . . . 1
Jadi T tegak lurus pada setiap vektor didalam S dan To € S+

Karena ¢ €S". maka T(SJ") c St
Untuk membuktikan Terema 2. akan ditunjukkan suatu vektor dalam ma,
adalah tegak lurus pada suatu vektor dalam ma, .
Misalkan o, e mA,. o, e mh,. maka T, =Aa,. Ta, = A,a,, dengan
kombinasi dan kesimetrisan T diperoleh:

To, .o, = o, +o, dan

(0 ety = o, (g, )

(}‘1 — A, )C(ta: =0
karena A, = A,. maka «,.a. =0

untuk o, € mai,.dan o, € mA,
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