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B A B II 

Ruang Metrik dan Ruang Metrik-n 

Pada Bahagian ini akan dixiraikan beberapa konsep dasar tentang ruang, ruang 

bemonna-2 beserta hubungannya dengan ruang hasil kali dalam-2 dan ruang 

bemorma-2 serta beberapa sifatoya serta kontraksi untuk ruang hasil kalam-2/: yang 

dilengkapi dengan ruang bemorma-«. 

2.1.Ruang Metrik dan Ruang Mentrik-2 

Konsep dan sifat dari ruang metrik dan ruang bemorma banyak dibicarakan 

diberbagai buku anaHsis antara lain Royden (1968), Rudin (1987), dan Kreyszig 

(1978) yaitu sebagai berikut 

Definisi 2.1.1. MisalkanX suatu himpunan tak kosong dan d suatu fungsi bemilai riil 

dengan domain XxX yang memenuhi syarat berikut 

(a) . (3'(x,>')> 0, untuk semua x,y e X 

(b) .d{x,y) = 0, jika danhanyajikax=y 

(c) . d{x,y) = d(y,x), untuk semua x,y e X 

{d).d{x,y) < d{x,z) +d(z,y), untuk semuax,>',2 e X (ketaksamaan segitiga) 

Fungsi d dikatakan metrik untuk X dan pasangan terurut (X;d) dikatakan ruang metrik. 



Definisi 2.1.2. Misalkan X ruang vektor. Misalkan fungsi bemilai riil yang 

memenuhi syarat berikut: 

(a), ilx > 0, untuk semua x G X 

(b). fx = 0, jika dan hanya jika x = 0,x G A' 

(c) . | | Q X J | = |«|jx||, jika a skalar dan x GX 

(d) . ||x + >'|| < ||x|| + ll^l, unmk semua x,v € X 

Maka jj-1 dikatakan norma untuk A" dan pasangan terurut {x\ - jj) dikatakan ruang 

bemorma. 

Misal X ruang bemorma. Definisikan metrik d dengan d - d{x,y)- ||x->'|. 

Maka akan diperoleh bahwa d mempakan metrik pada X. Jadi untuk setiap ruang 

bemorma, pastilah mempakan ruang metrik. Selanjutnya (x, | • ||) disebut ruang 

bemorma. Jika mang bemorma tersebut lengkap maka disebut mang Banach dan 

ruang bemorma dikatakan memenuhi sifat parallelogram jika 

X + > - + X - y 

Definisi 2.1.3. Sebuah hasil kah dalam ( Inner Product ) pada ruang vektor riil X 

adalah fungsi yang mengasosiasikan bilangan riil (•,•) dengan masing-masing 

pasangan vektor x dan y pada X sedemikian mpa seliingga aksioma-aksioma berikut 

dipenuhi imtuk semua vektor x, y dan z di X dan juga untuk semua skalar k. 

1. {x,y)-{y,x) (aksioma simetri) 

2. (x + >>, z) = (x, z) + (y, 2) (aksioma penambahan) 

3. {^,y)-k{x,y) (aksioma kehomogenan) 

4 (x,x) > 0 dan (x, x) = 0 jika dan hanya jika x = 0 (aksioma kepositifa n) 
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(•, •) disebut hasil kali dalam dan {X,{-, •)) ruang hasil kali dalam. 

Konsep dari ruang linear bemorma-2 telah diperkenalkan oleh Gahler [1965], 

dan telah dikembangkan oleh beberapa ahli matematika antara lain Eliret [1969] yang 

membahas ruang linear bemonna-2 dan White et all [1991] membahas koveks-2 

sempuma dan konveks sempuma. Cho et all [1981] memberikan definisi norm-2 

sebagai berikut. 

Definisi 2.1.4. Misalkan X adalah mang linear riil dengan dimensi lebih besar dari 1 

dan •,-|| adalah fungsi bemilai riil pada X x A'yang memenuhi syarat: 

1). X , yll = 0, jika dan hanya jika x dan y bergantung linear 

2). |jx,_yjl = \\y,x\\, untuk setiapx,y GX 

3). ox,y = a x,y imtuk a skalar dan x,_y G X 

4). Ijx, >- + zjj < j|x, y\\ + ||x, z||, untuk setiap x,y,z G X 

Dengan |,-|| adalah norm-2 dan (x,|-,-|) ruang bemorma-2. serta |x,>'j|= |x,>' + a!c 

untuk setiap x,ye X dan untuk setiap aeR. 

Contoh Misal X^R^ dengan norm-2 I j x , v adalah luas dari paralellogram yang 

dibangun oleh vektor X dan v. Maka \x,y adalah norm-2 pada X = / ? ^ 

Konsep ruang hasil kali dalam-2 telah diperkenalkan oleh White et all [1991]. 

Misalkan X adalah ruang linear dengan dimensi lebih besar dari satu dan (•,• | •) adalah 

fungsi bemilai riil padaXxXxXmemenuhi syarat berikut: 

1). {x,x\z)>0 

(x,x \z)= 0, jika dan hanya jika x dan z bergantung linear 



2) . {x,x I z ) = [z,z\x) 

3) . {x.y\=) = {y,x\z) 

4) . (ccc, V I r ) = a ( x , > ' | z ) , untuk sebarang a 

5) . ( x + x,y I z ) = (.V, V I z ) + ( x , v | z ) 

Dengan (•,!•) adalah hasil kah dalam-2 dan (X",(-,|)) adalah ruang hasil kah 

dalam-2. 

Selanjutnya White et all [1991] memberikan beberapa sifat dasar dari hasil 

kah dalam-2 sebagai berikut. 

1) . Untuk setiap x, y, z GX, \{x,y \ z} < ̂ {x,x \ z)^{y,y \ z) 

2) . Untuk setiap x, y GX, (X, y | y) = 0 

3) . Untuk setiap x, y, z GX dan a G R maka (x, y | az) = a^{x,y | z) 

4) . Untuk setiap x, y, z,w GX 

(x,>' I z + w) = (x,;; I z) + (x,> !̂ w) + ^[(z, vf̂  X + >;) - (z, w I X - >') 

5) Jika (A'',(.|.)) adalah ruang hasil kah dalam, maka hasil kah dalam-2 (.,.|.) 

didefmisikan pada X dengan 

(-v |.v) ( x | z | 
[x,y\2) = = {x \y) z " - (x I zX V i z) , untuk setiap x, v.z G X 

6). Pada sebarang ruang hasil kah dalam-2(X,(•,• | • ) ) , |jx,_v|j = yl{x,x ( y) 

didefmisikan sebagai norm-2 dengan. 

{x,y\z) = 2 l|2 
\x-y,z\\ =2 |x,z + y'41 

7). Misalkan (x, | •, • |) adalah ruang linear bemorma-2 dengan kondisi 



x + y,2\ -f X - V , z - 2(j|x,z||̂  + ||>',^f) memenuhi untuk setiap x, v, z GX. Maka 

hasil kali dalam-2 (-,-1 •) pada X didefinisikan dengan 

(x,v|z) = 
x + y,z -\\x-y,z 

4 

Dari sifat-sifat hasil kah dalam-2 terlihat hubungan antara hasil kali dalam 

dengan hasil kah dalam-2 dan juga hubungan antara hasil kah dalam-2 dengan norm-2 

yang terdapat pada sifat yang keenam dan ketujuh dari (sifat-sifat hasil kah dalam-2). 

{x,y\z)^ 
x + y,z - x-y,z 

dzR\x + y,z + x-y,z =2yx,z + y,z 

Dari dasar inilah kemudian dapat dikembangkan hasil kali dalam menjadi 

hasil kali dalam-2 dan kemudian dapat dikembangkan lagi menjadi hasil kah dalam-

2k, begitu juga berlaku untuk normnya dapat dikembangkan menjadi nonna-2A'yang 

selanjutnya akan dibahas pada bagian berikutnya. 

Seperti halnya hasil kali dalam dapat dikembangkan menjadi hasil kah 

dalam-2 maka untuk konveks sempuma juga dapat dikembangkan menjadi konveks-2 

sempuma. Lebili jauh sifat-sifat atau karakteristik dari konveks-2 sempuma dalam 

ruang linear bemorma-2 telah banyak dibahas diantaranya oleh Cho et all [1981], Cho 

dan Kim [1992]. WTiite et all [1997] memberikan definisi konveks sempuma sebagai 

berikut. 

Definisi 2.1.5. Dalam ruang linear bemorma-2 {x, •,•!) dikatakan konveks 

sempuma jika |x, z\ - >',z|| = ^(||x + ̂ ,z|j)= 1 mengakibatkan 7=x dengan z<tV{x,y) 

dan x,y,zG X dengan V (x, >>) dinyatakan sebagai subruang dari X yang dibangun 

oleh X dan v. 
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Sedangkan Cho et all [1992] dengan versi yang berbeda memberikan definisi 

untuk konveks sempuma sebagai berikut. 

Definisi 2.1.6. Dalam mang linear bemorma-2 (x,|-,-|j) dikatakan konveks sempuma 

jika kondisi x, y ̂  0 dan z0 V(x, y) dan |x + 2 = x,z\+ y,zj mengakibatkany-ax 

untuk a> 0. 

Definisi 2.1.7. Dalam ruang linear bemorma-2 (x,||-,-||) dikatakan konveks-2 

sempuma (konveks-2 sempuma) jika J I J : , ^ ! = \\y, z\\ = \\x, z|| = + z,>' + zf) = 1 

mengakibatkanz=x+y denganz g V(x,y) d a n x , y , z G X . 

Berdasarkan definisi di atas Cho et all [1992] memperluas definisi konveks-2 

sempuma dari mang hnear bemorma-2 seperti pada teorema berikut. 

Teorema 2.1.1. Dalam mang linear bemomia-2 (x,||-,-|j) adalah konveks-2 sempuma 

jika dan hanya jika z , > ' + z | j = ||x,>'||+||>',z||+||x,z|| dan ||x,>'j||[y,z||||x, z j | ?i 0 

mengakibatkan z- ox+ a,f3>Q. 

Bukti. (=>) Misalkan {x,|j-,-||) adalah konveks-2 sempuma dan 

!!x+ z ,_> '+ z|| = [[x, y| + 1 | > ' , ^ | | + 1 ^ , - | | , akan ditunjukkan z=cac+^. Dari definisi di atas 

diperoleh ^ (||x + z , >- + z||) = ||x, >'|| = z|| = ||x, z j j = 1 mengakibatkan z=x+y, 

maka (||x + z,y+ z | | ) = 3||x,y\, ambil x= ax dan >'=ŷ , a,P>Q, maka diperoleh 

\i\ax+ z,P^+ zf}=\ax,/)y\ ...(2.1.1) 

dengan (Jjx + z , y + z| | ) = 3||y, z | | , jadi 



11 

^ f t l c ) x + z,/^ + rj|)-|j/^,zj| ...(2,1.2) 

dan 

H\ax+2,Py-^4=\\ax,2l ...(2.1.3) 

dari persamaan (2.1.1), (2.1.2), dan (2.1.3), maka diperoleh 

li\\ax+z,py+ z||) = \\ax, Py\\ = \\/^, zjj = \\ax, z 

dan berdasarkan definisi diperoleh mengakibatkan z=coc+/)^ 

(c=) \\x + z,y+ z\\= Ijx,y\\ + \\y, z\\ + \\x, z|| dan z=ax+akan ditunjukkan [x, ||-,-||) 

adalah konveks sempuma. Untuk itu ambil a -1 /?= 1, maka berdasarkan definisi 

diperoleh [x, •,-|[) konveks-2 sempuma. 

2.2. Ruang Metrik-2 dan Ruang Hasil Kali Dalam-2Ar 

!,lisalkan X suatu ruang vektor berdimensi n > 1, p fungsi bemiJai riil positip yang 

didefinisikan padaX"*^ dikatakan symetrik total jika untuk semua xi, xz, . . ., x„ G X 

dan setiap permutasi n pada {1, 2, ..., «+l} 

Deza dan Rosenberg [1999] mendefmisikan ruang «-semimetrik sebagai berikut 

Definisi. 2.2.1. Misalkan « > 0. Ruang «-semimetrik adalah pasangan (Z;p) 

dengan p : X"'^^ yang simetrik total dan memenuhi ketaksamaan 

p(x^,X2,...,x„^J<^p(xi,X2 , x,^,... . ,x„^2 ; 

Definisi dari mang norma-w pertama sekah diberikan oleh Kim & Cho. 

[1996.], yaitu sebagai berikut. Misalkan n e N dan X ruang vektor riil berdimensi d, 
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dengan d > n (dalam hal ini d mungkin tak hingga), fungsi bemilai riil 

]|., ..,.|| ; )C —>R, disebut nonna-n pada bila memenuhi syarat berikut ini. 

1. ||.x:y, . . ., x„|| = 0 jika dan hanya jika xy, . . . , Xn bergantung Imear. 

2. \\xi, . .., Xn\\ takbembah terhadap setiap kombinasinya 

3. \\xi, . . . , Xn-j, axnW = a \\xj,.. ., x^.i, axnW 

4. \\xi, . . ., Xn-j, y + 4 <\\x/ , x„.i, y\\ + \\xj x„.j, z\\ 

Dengan kata lain (X; \ \ \ [ ) disebut mang norma-n. 

Misalkan X adalah ruang linear bemorma dan k^O eN. X^ dinotasikan 

sebagaiXxXx... xXsebanyak 2A:faktor. Hasil kah dalam-2A' adalah perluasan dari hasil 

kali dalam biasa dan hasil kali dalam-j2 (quatemionic irmer product). Karena itu sifat-

sifat yang berlaku tidak jauh berbeda untuk hasil kah dalam-2A, 

Definisi 2.2.2. Sebuah pemetaan ( • , . . . , • ) :X^^->/? dikatakan hasil kali dalam-2A'jika 

(i) . +a2X2,X3, . . . ,X2^^, )=a , (x„X3, . . . ,X2t^ , )+a2( .V2 ,X3, . . . ,X2t^ , ) ,a , ,« j G / ? 

(ii) . (^ff{i)v5-^o{2ir))=(^i'"-,-^2Jr)><^^^2k d^ugan adalah kumpulan semua 

permutasi dari {I,...,Ik). 

(iii) . (x,... ,x) > 0 jika x ^ Q 

(iv) . Ketaksamaan Cauchy-Buniakowski-Scwarz (CBS) 

|(x,,...,X2^f* < ]^(x„ . . . ,x , ) adalah sama jika dan hanya jika xi,...,X2;-
1=1 

bergantung linear. 


