Bab. 1li

Pembahasan Kekonvergenan Pecahan Kontinu F(a,b)

3.1. Median Pecahan Kontinu

Definisi . 3.1.1 Penjumlahan dua pecahan berurutan pada suatu barisan
Ferey menghasilkan sebuah bilangan rasional yang terletak diantara

kedua pecahan berurutan tersebut.

Misalkan %dan i—. adalah dua pecahan berurutan, Penjumiahan yang

dimaksudkan adalah :

A g2 _ 2ta
b b’ b+b
disebut dengan mediant
Teorema.3.1.1  Jika %dan % adalah pecahan berurutan, maka

diantara pecahan berurutan tersebut terdapat bilangan rasional tunggal
dengan nilai pecahan

a+a
b+b

Bukti :

Misalkan pecahan berurutan tersebut adalah % dan %, mediant

dari pecahan tersebut adalah :

a
b b b+b'
berdasarkan teorema 2. 1. 4

a a+a a

maka {
b+b b’

® Repository University Of Riau
FERPUSTRAKARAN UNIVERSITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/



) ata X
misal = —
b+b y
sehingga — ¢ X ( a—l
y b
a' a a' x X a
—_ = — = e —— + —_— -
ey G
_ a'y-b'x N xb-ay
by yb
1 1 b+
z — + — =
b'y yb bb'y
b+b' a'b—ab’ 1
maka < =
bb'y b b bb'

dengan menunjukan y > b+b

jika:

a. y » b+b maka bilangan rasional terletak bukan diantara

L)

3dan a
b b’

b.y = b+b' maka a'y - b'x = ldan bx
sesuai dengan teorema 2. 1. 2
penyelesaiannya akan menghasilkan :

X = a-+t+a

y = b+b
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Teorema. 3.1.2 Jika terdapat dua barisan , misalkan p,

didefinisikan dengan :

Po = a4 q = 1
po= aa;+1 4, =
pn = an pm] + pn—l qn = an qn—! + Qn—Z
an pn—l + pn-l p
maka |a,,q,,4a,,...,a,] = —=2=E=—%L = =&
[ao 1 : ] an qn-l +qn72 QH
Bukti :
Untuk n = 0 hasil yang didapat adalah : Po aT" = a,
s
Untuk n = 1, maka
P a, a, +1
— = 1a,,d =
@ Lo ] a,
= a, +—
o

Untuk n = k, persamaan (4) akan menjadi

_}..
[al)':a],al,...,ak] = o pk—\ pk-? - &
Ay Qex TG q,
Untuk n =k +1, maka :
[ag,al,az,...,ak_l,aba*‘] ] --”(5)

sesuai dengan persamaan (3), persamaan (5) akan menjadi

1
[ao>al:a2"“rak—l’ai’akﬂ ] = [ao’avap---:at-nak + a
] k-1
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1
( a, + —— ) Pra t Py

ah—l

1
(a.t + ] ey T4

akfl

Ay (ak Peyt Pisg ) + Pia

aa (ax Feoy T iy ) T gy

— a.h»l pk + pkﬂ
ak+l qk + ql:+l

— .pl'+|

ql’-l-]

sehingga dengan cara induksi matematika terbukti bahwa :

a +
[aO:al!a.’.:"-’an] npl‘l'-i pn-2 = .P_n
an qn—l + qn—l qn

Teorema. 3.1.3 Fungsi p, dan ¢, memenuhi :
Palur — Paadn = (-1)"" atau

Pe _ P _ (01)7
(In qnﬁl qnqnﬂ

juga memenuhi

Pulpy — Poad, = (-1)" a, atau

Pu _ Paa (-1)" a,

qn qn~2 ] qn qn—-z
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Bukti :

Dart teorema 3. 1. 1 diketahui bahwa :
pn = an 1)n—l + pn—l
qn = an qrbl + qnfz

maka

PeGos — Poie = (@ Doi P00z )00s = P (0,000 +402)

(0 Prs Gy + Paz @0d) = (Pait @ Gor + Doy G2 )
= (Pr2@s — Porhs)

= —(Per oz — Pu2Gur)

(_I)H(P: do — Poql)
(-1~

untuk Pr _ P _ Palr = Paa 4n
qx Gn-t 4,9

N G

qn qn—l

sedangkan untuk membuktikan
pn qn—l - pn—Z qn = (_l) ? an
akan ditunjukan dengan

pn qrr~2 - pan er = ( an pnfl + pnﬁz )anz - Pn—z ( an qn—l + qn-—Z )

= (an pn—l Qn-z + pn—z qn—l) - ( pn-l an qr,—l + pn-z qrr—z )
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(an pn—l qn-l ) - ( pn—Z an qn—l )

i

an( Prt9nz ™ Po2 G )

(-1)" a,

untuk Lo = Pa2 _ Pubnr T Pra 4
9n D2 Gy Q0
_ (-1)7 a,
qn qn-z
| |
Teorema.3.1.4 Jika barisan r, = £~ menuju ¢, akan memenuhi
qn

B r (. .S, <....(r, (r.{ry,(r, dengan kata lain {rzn } akan
membentuk barisan naik, sedangkan {"zn-;} akan membentuk barisan

turun dan rz,,(rzj_ untuk semua », ;.

Bukti :

Dari teorema 3. 1. 2 telah dibuktikan untuk 7, -7, danr, -1 ,,
dimana dari teorema tersebut dapat diartikan bahwa
Paw Panos. Togey {Fyy dam 1, (r, ,, S€babnilai g, positif untuk #»=0 dan
a, positif untuk n)1, yang berarti bahwa r,{(r, (r, {(r, (..., dan

ro{r {r (ry, (..untuk membuktikan bahwa on {1y tempatkan hasil yang

telah didapat secara bersaman-sama dalam bentuk :

P A2y K Ponzin KTy
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dari hasil tersebut maka diperoleh :
x(n) = +1 jikan ganjl

x(n) = -1 jikangenap

Teorema. 3.1.6 Mediant dari dua bilangan rasional yang berurutan

misalkan [aqa,,aq, a,,...,a,,,a,] dan la,,a,,a,,...,a,, ] adatah

2 ¥ 12 0
[ao,al,az, ..... ,an_,,a",l]
Bukti :

Dari teorema 3. 1. 1 didapat

— an pn»l +pn—2 _ pn
la,.a,,a,,...,a,] = = Lo
an qnfl +qn‘2 Qn
Pra
[aoial’al’”"an—] ] —
Ino

maka mediant dari kedua pecahan tersebut adalah :

pn +pn—]

qn qn—l qn - anl

Prnog Pra

—_— an pn—l + pn—Z + pn—l
an qn—l + qn—Z + qn—l

(an + 1)pn-t + P;-z
(an + 1) Qn—l + qn—l

[ao,al,az,a3,...,a + 1 ]

n

[aoaalz‘az:va.})' a ]]

Tty n’
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3.2.. Kekonvergenan Pecahan Kontinu.

Pandang pecahan kontinu [u,.q,...a,] (0<n<N)

konvergen ke [a,,,a] eeea ]

Teorema . 3.2.1

Jika p, dan @, didefinisikan dengan
p,=a,. p,=aa,+\. p,=ap_+p,, 2<n< N)
q, =1, 49, =a.9,-a,q9,,+4,., (2 <n< N)

Maka

g,
qn

lay.ap,.na, ] =

Bukti:
1. Untuk n=0, sehingga

P aa,+l 1
n=1, [amal]:_: -=d,t-—
a, a,

i

2. Untuk n<m, dimana m<N, maka

- ampm—l + pm-l

P
[a(,,al,...,amﬁl,am]: o=
qm amqm—l +qm-2

dan pmhl M P,,,_z :qrn—] E qm—z

hanya bergantung pada ag a1, ..., am1.
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Maka dengan,

a

]
(am+ ]pnrl+pn12
Dy

i

!
[am +— Qm—l + qm—-?,
a

[N

— am+[(ampm--l+ pm—-Z)+ pm—l
am+](ar;ran—l+qm~2)+ qn-:--l
_ am+[pm + pmfl — pm+l

I
[an.ar,....! a”',Iﬂa”rq(ll”‘,*l];[(Illqa'ﬂlvlﬂ a”rrlqa’”-a’” +ﬁ___
L mol |

am%lqm + qm—l qm+[
(catatan®)
pn = anpn——l + pn—Z
q,, = anqn—l + qn*Z
sehingga
pn - ’an pnv! + pn—'}__
qn anqn-l + qn——2
maka

pnqn~—l - pnvlqn = (anpnﬂl + pnv2) qnnl - pn—l (anqn—! + qn-z )
= _(pn—-]qn—Z - pn——zqn—l )
Dengan mengulangi untuk n-1, n-2, ..., 2 dalam penempatan n,

didapat

Pulni = Poadn =(=D""(Pqo — Poqy) = (D"
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Sehingga (**)

Pollnr = PoaGn =@, Pus ¥ P02, — Paol@,4,, %4, )
=ad, PGy Y Poadn: A Pr Y02 T Pu2s s
=a,(Pyi9ns ™ Puatny)
=(-0)"a,

Teorema. 3.2.2
Fungsi p, dan g, memenuhi ;
n-1
pn"nwl “pn—tqn = (_IJ

atau

pr: — pn—-i — (_])"—!

qn qn—-l qn—]q:»z

Bukti :

Lihat catatan®© diatas .
Teorema. 3.2.3
Semua fungsi pyQn.2~ Pr2gn =(-1)"an

Bukti:

Lihat (**)
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