PROGRAM INTEGER

Program integer adalah program linear dengan sebagian atau semua variabelnya
merupakan bilangan bulat atau integer yang tidak negatif. Pada dunia nyata banyak
ditemukan masalah yang harus diformulasikan sebagai program integer, yaitu
masalah yang memiliki variabel satuan yang tidak bisa dinyatakan dalam bentuk

pecahan. Sebagai contoh, suatu masalah dengan variabel jumlah sepeda motor
yang akan diproduksi, tidak bisa dikatakan memproduksi 42 é sepeda motor. Nanti
akan terlihat bahwa menyelesaikan program integer lebih sulit daripada

menyelesaikan program linear. Pada bab ini dibahas metode cabang-dan-batas

untuk menyelesaikannya.

9.1 Tinjauan Secara Grafik
Perhatikan program integer berikut:
maks z = 7x; + 3x;
kendala 2x; + 5x> = 30 _
(9.1)
8x, + 3x, = 48

X1, x; = 0 dan integer

Dengan mengabaikan syarat integer diperoleh masalah yang dilonggarkan atau
masalah relaksasi (relaxed problem), yaitu masalah program linear yang biasa.
Grafik masalah relaksasi dari (9.1) ini dapat dilihat pada Gambar 9.1. Tampak pada
grafik bahwa daerah layak program integer pasti termuat di dalam daerah layak

masalah relaksasi. Implikasinya adalah

Nilai fungsi tujuan optimal program linear relaksasi > nilai fungsi tujuan optimal

program integer.
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injauan Secara Grafik

ptimal masalah relaksasi dari (9.1) adalah

7 _44 q _4310
= ﬁ, an z = ﬁ

x1 = 4ﬁ,x2

—

> Xy

— A
Bx, +3x,=48"1 2x; + 5x, = 30
= Zoptimal

-

Gambar 9.1 Solusi secara grafik dari masalah relaksasi

Gambar 9.1 dapat dilihat bahwa tanda e” di dalam daerah layak
skkan solusi layak integer untuk masalah (9.1) di atas. Untuk mendapatkan
ptimal integer dapat dilakukan dengan memeriksa semua titik integer di
aerah layak, kemudian pasangan integer (x4, x;) yang memberikan nilai z

dipilih sebagai solusi optimal. Cara ini tidak efisien, apalagi bila
nya berskala besar. Kenapa?

rang perhatikan bagaimana jika solusi integer diperoleh dengan
itan. Periksa berikut ini:
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x1=4 _ _
= 4 = 7z = 7(4) + 3(4) = 40.
X1=5) _, \idak layak

X, = 4 idak layak.

x1=4
x2=5

= tidak layak.

Tampak bahwa teknik pembulatan juga tidak bisa digunakan. Nanti akan
ditunjukkan bahwa solusi optimal dari masalah di atas adalah x; = 6,x, =
0,danz = 42.

9.2 Metode Cabang-dan-Batas
Tabel optimal dari masalah relaksasi (9.1) dapat dilihat pada Tabel 9.1.

Tabel 9.1
Basis | z X1 Xy X3 Xy RK
29
z |1 o o 2 2B
34 34 17
4 1 72 .
Xy 0 0 1 — -—— — Optimal
17 17 17
X1 0 1 3 > 75
34 34 17

Diketahui bahwa [nilai z optimal program linear relaksasi] > [nilai z optimal

program integer], sehingga untuk program integer (9.1) di atas nilai z optimalnya

tidak dapat melebihi ~—- =43 Jadi, nilai z optimal masalah relaksasi

(z =43 g) merupakan suatu batas atas untuk program integer (9.1).

Langkah berikutnya adalah mempartisi daerah layak masalah relaksasi dalam
upaya mencari lokasi dari solusi optimal program integer. Pilihlah sebarang
variabel yang bernilai pecahan pada solusi optimal dari program linear relaksasi —
misalkan x;. Sekarang, perhatikan bahwa setiap titik di dalam daerah layak dari
program integer mesti memilki x; < 4 atau x; =5 (Kenapa tidak 4 < x; < 57).
Dengan ini dalam pikiran, lakukan pencabangan pada variabel x; dan buatlah dua

submasalah tambahan berikut:



etode Cabang-dan-Batas

Jbmasalah 1
maks z = 7x; + 3x,
:ndala 2x; + 5x, < 30
8x; + 3x, <48
X1 <4

.X'l;xz 2 0

Submasalah 2
maks z = 7x; + 3x,
kendala 2x; + 5x, < 30
8x; + 3x, <48
Xq >5

X1;xZ = 0

'tk dari submasalah ini dapat dilihat pada Gambar 9.2.

Submasalah 1

Submazgalah 2

Tl

»-
12 14%7\

Gambar 9.2 Daerah layak submasalah 1 dan submasalah 2

sekarang, kedua submasalah di atas diselesaikan dengan menggunakan teknik
yvisipan kendala baru yang sudah dijelaskan pada Subbab 7.4.
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h Submasalah 1: Dari tabel akhir masalah relaksasi diperoleh.
3 5 75
VR VR T L
3 5 75
X1 —ax3 34'x +ﬁ'

Sementara dengan menambahkan variabel slack x; pada kendala x; < 4 diperoleh

x1 +u1 = 4‘,
3 5 75
= ﬁx3_ﬁx4+ﬁ+u1 =4,
3 5 N 7
T 33N Tz T T Ty

Dengan teknik penyisipan variabel dan metode simplex dual, diperoleh tabel awal

dan tabel akhir untuk Submasalah 1 sebagaimana yang tampak pada Tabel 9.2.

Solusi optimal untuk Submasalah 1 adalah x; = 4, x, = == 4 dan % =
412,
5
Tabel 9.2 Tabel simplex Submasalah 1
No. .
lterasi Basis | z x; x, x3 x4 u | RK
z |1 0 o 2 2B o™
34 34 17
, |0 o 1 X L o |7
0 17 17 17
Awal
xn | 0 1 32 9| B
34 34 17
3 5 7
0 0 0 - —— 1 -
e 34 34 17
z |1 0 o X o 2|20
85 5 5
1 2| 22
1 - el i
Xy 0 0 z 0 z c
1
Optimal | 5, o 1 0 o0 0 1 4
3 34| 14
0 0 0o - 1 = =
X4 5 5| 5
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salah 2: Melakukan prosedur yang sama untuk Submasalah 2 diperoleh

X, —uy =5,
3 5 75
= §x3—ﬁx4+ﬁ—u1=5,
3 5 10
= 3253 T3z T M=o
3 5 10
= —§x3+ﬁx4+u1 :_ﬁ'

mplex awal dan tabel simplex akhir untuk Submasalah 2 dapat dilihat pada

olusi optimal untuk Submasalah 2 adalah x; = 5, x, = 2%, dan z = 43.

Tabel 9.3 Tabel simplex awal Submasalah 2

“.__4_‘._',._._._._‘,

No. Bas
terasi | is | £ X¥1 X2 X3 X¢ U RK
z |1 o o 2 2 g 741
34 34 17
4 1 72
1 = = e
0 2 0 TR 17
Awal
34 34 17
w |0 0o o -2 2 1 _1o
34 34 17
z 1 0 0 0 1 1 43
1 8 136 2
1 - — i o
%2 | 0 0 0 3 3 5123
EL 85
Optimal | x4 0 1 0 0 0 -1 = 5
5 34 20
0 0 0 1 -z e
s 3 3 3

9.3 menunjukkan diagram pencabangan dan solusi optimal dari sub-

nasalah. Karena solusi Submasalah 2 lebih baik daripada Submasalah 1, maka

>4

/e

U

ngan dilakukan pada Submasalah 2. Buatlah pencabangan pada variabel

1x, < 2dan x, = 3, sehingga diperoleh Submasalah 3 dan Submasalah 4
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.\
[\“‘% /
(Y
Submasalah 3 Submasalah 4
maks z = 7x; + 3x, maks z = 7x4 + 3x,
kendala 2x; + 5x, < 30 kendala 2x; + 5x, < 30
8xq + 3x, <48 8xq + 3x, <48
X1 >5 X1 >5
Xy <2 X >3
X1, X2 = 0 X1,Xp > 0
z=432
17
7
xl — ":I:‘E
X, = 4—
17
xl 5 4‘ _'X.'l = 5
z=41- z=43
1 Xy = 4 2 X, = 5
2 Xy =22
Xq = 45 3
x: = 2 _']f: = 3
3 7 4 ?

Gambar 9.3 Pencabangan pada Submasalah 2

Submasalah 3: Submasalah ini adalah Submasalah 2 yang ditambah dengan
kendala X, <2. Berdasarkan Tabel 9.3, dilakukan prosedur yang sama sebagai

berikut:
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Xy + Uy =2,
8 1
= 373X gt =2,
1 8
= —§x4—§u1+u2 =—§.

emudian kendala baru ini disisipkan ke dalam tabel optimal dari tabel simplex
jubmasalah 2, lalu diselesaikan dengan metode simplex dual. Tabel simplex
siibmasalah 3 dapat dilihat pada Tabel 9.4 (a) dan Tabel 9.4 (b).

Tabel 9.4 (a) Tabel simplex awal Submasalah 3

No. .
terasi | Basis | z X1 Xy X3 x4 u; up; | RK

x,» |0 0 1 0 = 3 0|22

Awal
xs [0 0 0 1 -2 -% 0|6
} 1 8 2
U, 0 0 0 0 —5 —E 1 —5

Tabel 9.4 (b) Tabel simplex optimal Submasalah 3

No. .
terasi | Basis | z X1 Xy X3 X4 U up | RK

Xy 0 0 1 0 0 0 1 2

1 1 3 1
ptimal | *1 0 1 0 0 8 0 -3 %3
x3 |0 0 0 1 -z 0 -=I|o9

w |0 0 0 o0 = 1 =3

Ll
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Submasalah 4: Submasalah ini adalah Submasalah 2 yang ditambah dengan
kendala x, = 3. Berdasarkan Tabel 9.3, dilakukan prosedur yang sama sebagai
berikut:

xz_u2:3,
8 1
=4 §—§X4_—§u1_u2 :3,
1 8 1
=4 —§X4_§u1_u2 :§.
1 8
= §X4+§u1+u2 :_g.

Kendala dalam bentuk standar ini kemudian disisipkan ke dalam tabel optimal
Submasalah 2 sebagaimana yang dapat dilihat pada Tabel 9.5.

Tabel 9.5 Tabel simplex Submasalah 4

|tcle\|rgéi Basis | z x; x x3 x w u; | RK
z |1 0 0 0 1 1 0| 43
x» |0 0 1 0 < 2 0| 23
Awal | x; 0 1 0 0 0 -1 0 5
xs | 0 0 0 1 -2 -= 0| 62
u, [0 0 o0 o0 < 2 1| -2

Ruas kanan ada yang bernilai negatif, tetapi tidak terdapat elemen negatif di sebelah
kirinya, berdasarkan metode simplex dual Submasalah 4 tidak memiliki solusi atau
tidak layak. Gambar 9.4 melengkapi Gambar 9.3.

Karena Submasalah 4 tidak layak, maka hanya ada satu pencabangan, yaitu pada

Submasalah 3. Solusi optimal untuk Submasalah 3 ini adalah x; = Si, X, =2

dan z =42 %. Buatlah pencabangan pada variabel x;, yaitu x; < 5 dan x; = 6.
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L%,
gram pencabangannya dapat dilihat pada Gambar 9.4. Batas atas nilai fungsi

i pada pencabangan ini adalah z = 42 Z.

z=432
17
7
x1 =4‘E
4
Xy :45
x1<4' x1>5
1 —
Z:41§ z =43
1 x1_4 2 x1—5
2
x2=4— x2_2§
X2<2 x2>3
z=422
3 1 Tidak
X1 =5y 4 layak
x2=2

Gambar 9.4 Solusi Submasalah 1 sampai Submasalah 4

na Submasalah 4 tidak layak, maka hanya ada satu pencabangan, yaitu pada

masalah 3. Solusi optimal untuk Submasalah 3 ini adalah x; = 5%, X, =2

7 = 42 %. Buatlah pencabangan pada variabel x,, yaitu x; <5 dan x; = 6.
jJram pencabangannya dapat dilihat pada Gambar 9.5. Batas atas nilai fungsi

A

2 pada pencabangan ini adalah z = 42 %‘
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=432
17
7
IJ_—‘@E
Iﬂ—{i:'i
17
=4 X, =25
z=41§ z=43
1 xl_ql 2 _'1:1—5
x:—fl-g xﬂ_z;
x:":z I:}a
z=42-
3 1 Tidak
X1=57 4 layak
x:=2
IJ_ES xlzﬁ,
5 2 [} 0
Gambar 9.5

Dari pencabangan tersebut diperoleh Submasalah 5 dan Submasalah 6 sebagai

berikut:
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Jbmasalah 5 Submasalah 6
maks z = 7x; + 3x, maks z = 7x; + 3x,
:ndala 2x; + 5x, < 30 kendala 2x; + 5x, < 30
8xq + 3x, <48 8xq + 3x, <48
Xq >5 X1 >5
Xy <2 Xy <2
Xq <5 X1 =6
X1, % =0 xX1,%; =0

ibmasalah 5:  Submasalah ini adalah Submasalah 3 yang ditambah dengan

x; < 5. Berdasarkan Tabel 9.4, prosedur yang sama dilakukan sebagai
kt

1 1 3
x1+u3=5 = 5___X4+_u2+u3:5,

4 8 8
1 3 1
= —§X4+§u2+u3:—1.

wdian kendala baru ini disisipkan ke dalam tabel optimal dari tabel simplex
rmasalah 3, lalu diselesaikan dengan metode simplex dual. Tabel simplex
masalah 5 dapat dilihat pada Tabel 9.6 (a) dan Tabel 9.6 (b). Solusi optimal
k’'Submasalah 5 adalah x; = 5, x, = 2 dan z = 41. Pada Submasalah 5 ini,

nteger telah diperoleh, namun perlu diteruskan untuk menyelesaikan
alah 6 untuk melihat kemungkinan mendapatkan solusi yang lebih baik.

Tabel 9.6 (a) Tabel simplex awal Submasalah 5

No. .

tel‘aSI BaSlS VA x1 x2 x3 X4_ u1 u2 u3 RK
f 7 3
: 1 0 0 0 — 0 — 0 -
| z 8 8 42
? x, | 0 0 1 0 0 0 1 0] 2

1
Xq 0 1 0 0 — 0 —E 0 51

E 0 8 8 4
| 1 17
~Awal | x; O 0 0O 1 - 0 — 0| ox
5 4 4 2
5 1 3 1
! Uy 0 0 0 0 — 1 — 0 -
; 8 8 4
|
r 1 3 1
} 0 0 0 0 —— 0 = 1| —=
¢ u3 8 : 7
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Tabel 9.6 (b) Tabel simplex optimal Submasalah 5

ItNe(rJési Basis| z x; x; x3 x4 w u; uz| RK
z|1 0 0 0 0 0 T 7|4

x2 ]0 0 1 0 o0 o0 1 0 2

1 xx |0 1 0 0 0 0 0 1| 5

Optimall , 1o o0 o 1 o o -2 -2/ 10
w [0 0 0 0 0 1 2 1[0

xa |0 0 0 O 1 0 -6 -8 2

Submasalah 6: Submasalah ini adalah Submasalah 3 yang ditambah dengan

kendala x; > 6. Berdasarkan Tabel 9.4, dilakukan prosedur sebagai berikut:

X1 — Uz =6,
1 1 3
= 51—§X4+§u2—u3=6;
1 3 3
= —§x4+§u2—u3=z.
1 3 3
= §x4—§u2+u3=—z.

Kemudian kendala baru ini disisipkan ke dalam tabel optimal dari tabel simplex
Submasalah 3, lalu diselesaikan dengan metode simplex dual. Tabel simplex
Submasalah 6 dapat dilihat pada Tabel 9.7.

Dari Tabel 9.7 dapat dilihat bahwa solusi Submasalah 6 adalah solusi integer
dengan x; = 6,x, =0 dan z =42. Solusi ini lebih baik dari solusi integer
Submasalah 5. Jadi secara global solusi optimal untuk program integer (9.1) adalah
X1 = 6,x, = 0 dan z = 42. Keseluruhan diagram solusi program integer (9.1)
dapat dilihat pada Gambar 9.5.



’}!\ letode Cabang-dan-Batas
X (4

Tabel 9.7 Tabel simplex Submasalah 6

Basis

RK

) IR

42

X2

X1

X3

@]
|

B
Ol w o] w -l>|: o]

|~ -

—_
o

Uuq

Uz

W] =

18
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z=43%
7
X1:4'E
4
x2=45
X1S4 x125
z=41= z =43
X1—4‘ x1:5
2
x2_4‘§ x2=2§
xZSZ x223
z=42%
3 _51 Tidak
1= 0% layak
Xy =2
xlss X126
z=41 7z =42
X1:5 6 x1=6
x2=2 x2=0
Optimal

Gambar 9.5 Diagram solusi program integer (9.1) secara keseluruhan

Misalkan solusi Submasalah 6 adalah

z=41,1
x1:6
x2=0

Adalah memungkinkan untuk kembali ke Submasalah 1 dan melakukan

pencabangan di sana, seperti tampak pada pencabangan berikut:



oal-Soal Latihan

z=41-
X1:4‘
2
Xy = E
X, <4 X, =5

soal Latihan

’ertimbangkan program integer berikut:

maks z = 5x; + x5
kendala — x; + 2x, < 4
X1 — x <1
4x1 + x, <12
X1,% = 0 dan integer.
Selesaikan masalah ini secara grafik.
Selesaikan program linear relaksasi secara grafik. Bulatkan solusi ini ke
integer “terdekat” dan periksa apakah ianya layak. Lalu, enumerasi
”semua” solusi pembulatan (dengan membulatkan setiap nilai noninteger
baik ke atas maupun ke bawah), periksa kelayakannya, dan hitung z untuk
yang layak. Apakah ada solusi layak pembulatan ini yang optimal untuk
program integer tersebut?
Gunakan metode cabang-dan-batas untuk menyelesaikan masalah ini.
Untuk setiap submasalah, selesaikan program linear relaksasi secara grafik.
saikan program integer berikut dengan metode cabang-dan-batas:
maks z = 3x; + 4x,
kendala 2x; + x, <6
2x, +3%, <9

X1,%5 = 0 dan integer.
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3. Selesaikan program integer berikut dengan metode cabang-dan-batas:
maks z = 5x; + 2x,
kendala 3x; + x, < 12
X1 +x, <5
X1, X, = 0 dan integer.
4. Selesaikan program integer berikut dengan metode cabang-dan-batas:
min z = 4x; + 5x,
kendala x; +4x, =5
3x; 4 2x, =7
X1,X5 = 0 dan integer.
5. Selesaikan program integer campuran berikut dengan metode cabang-dan-
batas:
maks z = 3x; + x,
kendala 5x; + 2x, < 10
dx1+ x, <7

x1 = 0,x, = 0 dan integer.
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