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Abstrak. Dalam makalah ini kami perluaskan beberapa teorem titik tetap dengan 
mentransformasikan ketiga-tiga titik x, y, z di dalam ruang 2-metrik.  Perluasannya adalah tertakluk 
kepada syarat ketaksamaan tertentu yang dinyatakan. Bentuk ketaksamaan yang dibina adalah selari 
dengan idea Pachpatte dan juga Singh dan Ram.  

 
Abstract.   In this paper we extend some fixed point theorems by transforming the three points x,y,z 
in the 2-metric space.  The extensions are subjected to the given particular inequality condition. The 
inequalities constructed are parallel to the ideas of Pachpatte and also that of Singh and Ram. 

 
 
1. Pendahuluan 
 
Misalkan X suatu set yang mengandungi sekurang-kurangnya 3 unsur. Pemetaan 

+→×× RXXX:ρ  yang memenuhi sifat: 
 
M1.  Untuk setiap pasangan Xba ∈, dengan ,ba ≠  wujud Xc ∈ sehingga 

;0),,( ≠cbaρ  
M2.  0),,( =cbaρ  jika sekiranya sekurang-kurangnya dua unsur daripada a, b, c 

adalah sama; 
M3.  ),,(),,(),,( bacacbcba ρρρ == untuk semua ;,, Xcba ∈  
M4.  ),,(),,(),,(),,( cbdcdadbacba ρρρρ ++≤  untuk semua ,,,, Xdcba ∈   
 
disebut 2-metrik pada X dan pasangan );( ρX  disebut  ruang 2-metrik pada X.  
 Beberapa bentuk teorem titik tetap pada ruang 2-metrik telah dikaji oleh di antaranya 
Gahler [3], Lal dan Singh [5], Pachpatte [8], Iseki [4], Pathak dan Dubey [9], Cho [1], 
Cho dan Park [2].  Kalau diperhatikan bentuk teorem titik tetap pada ruang 2-metrik yang 
dibuat oleh pengkaji di atas, kita lihat di dalam syarat ketaksamaan tersebut, hanya dua 
titik sahaja ditransformasikan dan titik ketiganya selalu kekal (tidak ikut 
ditranformasikan).  Contohnya dalam syarat  ketaksamaan pemetaan mengecut pada 
ruang 2-metrik, bagi setiap ),,(),,(,,, zyxzTyTxXzyx αρρ ≤∈  untuk 
suatu )1,0(∈α .  Selanjutnya Mashadi dan Abu Osman [6, 7] telah mengkaji titik tetap 
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yang melibatkan syarat ketiga titik zyx   dan  ,  ditransformasikan.  Contohnya, Mashadi 
dan Abu Osman [6] telah memberikan syarat ketaksamaan pemetaan 2-mengecut pada 
ruang 2-metrik sebagai bagi setiap ),,(),,(,,, zyxTzTyTxXzyx αρρ ≤∈  untuk 
suatu )1,0(∈α . 
 Dalam makalah ini, kami akan melanjutkan kajian tersebut dengan melihat titik tetap 
sepunya bitara bagi beberapa pemetaan pada ruang 2-metrik yang tertakluk kepada syarat 
ketaksamaan tertentu selari dengan idea yang diutarakan oleh Pachpatte [8] dan juga 
Singh dan Ram [10].   
 Bagi memudahkan perbincangan selanjutnya, kami berikan beberapa takrif yang 
akan digunakan selanjutnya. 
  
Takrif 1.1.  Jujukan }{ nx  pada ruang 2-metrik );( ρX  disebut jujukan 2-Cauchy  jika 

0),,(,, =∞→ pmnpmn xxxhad ρ . 
 
Takrif 1.2.  Ruang  2-metrik );( ρX  disebut 2-lengkap bila setiap jujukan 2-Cauchy       
di dalam X adalah menumpu. 
 
Takrif 1.3.  Ruang 2-metrik );( ρX  disebut terbatas jika wujud nombor nyata 0>K  
sehingga Kzyx ≤),,(ρ  untuk semua  zyx ,,  di X. 
 
 
2. Hasil 
 
Dalam bahagian ini, kami andaikan yang );( ρX merupakan ruang 2-metrik terbatas             
2-lengkap.  Kami akan perhatikan masalah titik tetap sepunya bitara bagi beberapa 
pemetaan pada );( ρX  kepada dirinya sendiri tertakluk kepada syarat ketaksamaan 
tertentu. 
 
Teorem 2.1.  Misalkan 321   , T danTT  tiga pemetaan pada ruang 2-metrik terbatas              
2-lengkap );( ρX  kepada dirinya sendiri dan memenuhi syarat: 
 

( )[ ]{ ,),,(),,(),,,(),,( 32212
1

321 zTyTyyTxTxzyxk  makszTyTxT ρρρρ +≤  

                                                            ( )[ ] }zTxTyyTxTy 31212
1 ,,(),,( ρρ +  

 
untuk semua Xzyx ∈,,  yang ).1,0(∈k  Maka 321,   dan  TTT  mempunyai titik tetap 
sepunya yang bitara. 
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Bukti.   Pilih sebarang titik Xx ∈0 dan takrifkan 
 

132233113 , +++ == nnnn xTxxTx  dan 23333 ++ = nn xTx . 
 
Maka diperoleh 
 
 ),,(),,( 13120121 −= pp xTxTxTxxx ρρ ;  dengan 13 −= pp xTx  

              ( ){ [ ] ,),,(),,(),,,( maks  13121120102
1

10 −+≤ pp xTxTxxTxTxxxxk ρρρ  

                     ( )[ ]}),,(),,( 13011120112
1

−+ pxTxTxxTxTx ρρ  

              ( )[ ]{ }0,),,(),,(),,,(  maks  212102
1

10 pp xxxxxxxxxk ρρρ +=  
Jika  
 

( )[ ]{ } ,),,(0,),,(),,(,),,( maks 10212102
1

10 ppp xxxxxxxxxxxx ρρρρ =+  
 

maka  
.),,(),,( 1021 pp xxxkxxx ρρ ≤  

 
Jika sebaliknya, 
 
            ( )[ ]{ }0,),,(),,(,),,( maks 212102

1
10 pp xxxxxxxxx ρρρ +  

        ( ) [ ]),,(),,( 212102
1

pxxxxxx ρρ += , 
maka    

( )[ ]),,(),,(),,( 21210221 p
k

p xxxxxxxxx ρρρ +≤  
sehingga 

.),,(),,(),,( 210210)2(21 xxxkxxxxxx k
k

p ρρρ ≤≤ −  

Juga  
 
   ;),,(),,( 11231232 −= pp xTxTxTxxx ρρ  dengan 11 −= pp xTx  

                 ( )[ ]
⎩
⎨
⎧ += − ,),,(),,(),,,(  maks  11232231212

1
21 pp xTxTxxTxTxxxxk ρρρ  

                                                          ( )[ ]}),,(),,( 11122231222
1

−+ pxTxTxxTxTx ρρ    

 ( )[ ]{ } .0,),,(),,(),,,(  maks  323212
1

21 pp xxxxxxxxxk ρρρ +=  
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Jika  
( )[ ]{ } ),,(0,),,(),,(,),,( maks 2132212

1
21 pppp xxxxxxxxxxxx ρρρρ =+ , 

 
maka  

),,(),,(),,( 10
2

2132 ppp xxxkxxxkxxx ρρρ ≤≤   
atau     

.),,(),,( 210
2

32 xxxkxxx p ρρ ≤   
Sebaliknya jika 

( )[ ]{ }0,),,(),,(),,( maks 32212
1

21 ppp xxxxxxxxx ρρρ +  

     ( )[ ] ,),,(),,( 32212
1

pp xxxxxx ρρ +=    

maka  ( )[ ]),,(),,(),,( 32212
1

32 ppp xxxxxxkxxx ρρρ +≤  

sehingga 

),,(),,( 321)2(32 xxxxxx k
k

p ρρ −≤  

                                   ,),,(),,( 10
2

321 pxxxkxxxk ρρ ≤≤  
 
atau    .),,(),,( 210

2
32 xxxkxxx p ρρ ≤   

Jika proses ini kita ulangi sebanyak n kali, maka akan diperoleh 
 

),,(),,( 2101 xxxkxxx n
pnn ρρ ≤+  atau .),,(),,( 101 p

n
pnn xxxkxxx ρρ ≤+  

 
Maka untuk sebarang n, m dan p, dengan  ,nmp >>  diperoleh 
 

),,(),,(),,(),,( 12211 mmmmnnmnnpmn xxxxxxxxxxxx −−+++ +++≤ ρρρρ L  

                           .),,(),,(),,( 12211 pmmpnnpnn xxxxxxxxx −−+++ ++++ ρρρ L  
   
Oleh itu, 

( )∑
−

=

++ +≤
2

0
210210 ),,(),,(),,(

m

i

inin
pmn xxxkxxxkxxx ρρρ  

      ∑
−

=

+≤
2

0
.2),,(

m

i

in
pmn kMxxxρ  

 
)1(

).2(
k
kM n

−
=  

 



 Teorem Titik Tetap Pada Ruang 2-Metrik 15 

atau 

( )∑
−

=

++ +≤
2

0
1010 ),,(),,(),,(

m

i
p

in
m

in
pmn xxxkxxxkxxx ρρρ  

    ∑
−

=

+≤
2

0
.2),,(

m

i

in
pmn kMxxxρ  

              
)1(

).2(
k
kM n

−
=  

 
Oleh kerana 0>M  adalah suatu  pemalar dan kerana  had  ,0=nk  maka }{ nx  
merupakan jujukan 2-Cauchy. Oleh kerana );( ρX  merupakan ruang 2-metrik yang          
2-lengkap, maka wujud  Xu ∈  sehinggakan jujukan }{ nx  menumpu ke u. 
 Selanjutnya akan ditunjukkan bahawa u merupakan titik tetap sepunya bagi 21, TT  
dan .3T   Pilih sebarang .Xz ∈   Maka 
 

.),,(),,(),,(),,( 232312311 zuxzxuTxuuTzuuT nnn +++ ++≤ ρρρρ        (2.1) 
 
Jadi 
 

  ;),,(),,( 31321231 cTxTuTzxuT nn ++ = ρρ  dengan zcT =3  

{ ( )[ ],,,(),,(),,,( maks  31321313212
1

13 cTxTxxTuTucxuk nnnn ++++ +≤ ρρρ  

      ( )[ ] }),,(),,( 31131321132
1 cTuTxxTuTx nnn +++ + ρρ  

      { ( )[ ] ,),,(),,(),,,(  maks 23132312
1

13 zxxxuTucxuk nnnn ++++ += ρρρ  

      ( )[ ] }.),,(),,( 113131132
1 zuTxxuTx nnn +++ + ρρ   

        (2.2) 
 

 Jika diambil had pada ketaksamaan (2.2) dan digantikan ke dalam ketaksamaan 
(2.1), akan diperoleh  ( ) .),,(),,( 12

1
1 zuuTkzuuT ρρ ≤  Oleh kerana  )1,0(∈k , maka 

.0),,( 1 =zuuTρ   Maknanya .1 uuT =  Dengan cara yang sama boleh ditunjukkan 
bahawa  uuT =2  dan juga  .3 uuT =  
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 Berikut ini akan ditunjukkan bahawa u bitara.  Misalkan wujud Xv ∈  yang juga 
titik tetap bagi  21, TT  dan .2T   Pilih sebarang .Xz ∈   Maka 
 
 zcTcTvTuTzvu == 3321 );,,(),,( ρρ  

              ( )[ ]{ ,),,(),,(,),,(  maks 32212
1 cTvTvvTuTucvuk ρρρ +≤  

          ( )[ ] }),,(),,( 32212
1 cTuTvvTuTv ρρ +  

              ( )[ ]{ ,),,(),,(),,,( maks 2
1 zvvvuucvuk ρρρ +=  

                      ( )[ ] }),,(),,(2
1 zuvvuv ρρ +  

              ( ){ }.),,(,0),,,(  maks 2
1 zuvcvuk ρρ=  

 
Jika  ( ){ } ,),,(),,(,0),,,(  maks 2

1 cvuzuvcvu ρρρ =  maka   .),,(),,( cvukzvu ρρ ≤  
Apabila proses ini dilakukan sebanyak n kali, maka akan diperoleh 
 

),,(),,( xvukzvu nρρ ≤ untuk suatu .Xx ∈  
 

Oleh kerana  ,)1,0(∈k  maka  .0),,( =zvuρ   Maknanya .vu =  

Catatan: 
 
1.  Jika semua 321 ,, TTT  merupakan pemetaan 2-mengecut, maka syarat ketaksamaan     

di dalam Teorem 2.1. akan dipenuhi.  Oleh yang demikian Teorem 2.1. di atas 
merupakan perluasan kepada teorem yang dibuktikan oleh Mashadi dan Abu Osman 
[6].  

3. Jika dalam teorem di atas ,321 TTT ==  maka teorem tersebut juga benar, yang 
mana bentuknya menjadi seperti berikut: 

 
Teorem 2.2.   Misalkan T suatu pemetaan pada ruang 2-metrik terbatas 2-lengkap 

);( ρX  kepada dirinya sendiri dan memenuhi ketaksamaan 
 

( )[ ]{ ,),,(),,(,),,( maks ),,( 2
1 TzTyyTyTxxzyxkTzTyTx ρρρρ +≤  

                ( )[ ] }),,(),,(2
1 TzTxyTyTxy ρρ +  

 
untuk semua Xzyx ∈,,  dan  .)1,0(∈k   Maka T mempunyai titik tetap bitara. 
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Teorem 2.3.   Misalkan 321, TdanTT   tiga pemetaan pada ruang 2-metrik terbatas        
2-lengkap );( ρX  kepada dirinya sendiri dan memenuhi ketaksamaan  
 

( ) ( )[ ]{ ,),,(),,(,),,(,, 32212
1

321 zTyTyyTxTxzyxmakskzTyTxT ρρρρ +≤  

                                                            ( )[ ] ,),,(),,( 31212
1 zTxTyyTxTy ρρ +  
 

                    
( )

,
 zyx +

zx,Ty,T+yx,Tx,T+ yx,Ty,T 
),,(1

)]()(1[)( 3121212
1

ρ
ρρρ

 

                            
( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+ ),,(1
)]()(1[)( 2132312

1

zyx
yx,Ty,T+ zy,Ty,T + zx,Ty,T

ρ
ρρρ

 

 
untuk semua Xzyx ∈,, dan .)1,0(∈k   Maka 21, TT  dan 3T  mempunyai titik tetap 
bitara sepunya. 
 
Bukti.   Pilih sebarang titik  Xx ∈0  dan takrifkan  13223113 +++ == nnn xTxTx  dan  

23333 ++ = nn xTx .   Maka diperoleh 
 

),,(),,( 13120121 −= pp xTxTxTxxx ρρ ; dengan 13 −= pp xTx  

{ ( )[ ] ,),,(),,(,),,(  maks 13111120102
1

10 −+≤ pp xTxTxxTxTxxxxk ρρρ  

                                           [ ] ,),,(),,( 13011120112
1

−+ pxTxTxxTxTx ρρ  

         ,
)( + 1

)]( + )( + [1 )(

10

1301112010120112
1

p

p

,x,xx
x,Tx,Txx,Tx,Txx,Tx,Tx

ρ
ρρρ −  

             
⎪⎭

⎪
⎬
⎫−−

)( + 1
)]( + )( + [1 )( 

10

1201113121130112
1

p

pp

,x,xx
x,Tx,Txx,Tx,Txx,Tx,Tx

ρ
ρρρ

  

       ( )[ ]{ }.0,0,0,),,(),,(),,,(  maks  212102
1

10 pp xxxxxxxxxk ρρρ +=  

Jika   
 

( )[ ]{ } ,),,(0,),,(),,(,),,( maks 10212102
1

10 ppp xxxxxxxxxxxx ρρρρ =+   
 

maka  .),,(),( 10321 pxxxkxxx ρρ ≤  
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Sebaliknya jika  
 

( )[ ]{ }0,),,(),,(,),,(  maks 212102
1

10 pp xxxxxxxxx ρρρ +  

                                  [ ] ,),,(),,( 212102
1

pxxxxxx ρρ +=  
 
maka  ( ) ]),,(),,([),,( 212102

1
21 pp xxxxxxkxxx ρρρ +≤  

sehingga .),,(),,(),,( 210210)2(21 xxxkxxxxxx k
k

p ρρρ ≤≤ −    

Begitu juga   
1111231232 ;),,(),,( −− == pppp xTxxTxTxTxxx ρρ  

               ( )[ ]
⎩
⎨
⎧ +≤ − ,),,(),,(,),,(  maks 11232231212

1
21 pp xTxTxxTxTxxxxk ρρρ  

                                                        [ ]}),,(),,( 11122231222
1

−+ pxTxTxxTxTx ρρ  

 ( )[ ]{ }.0,),,(),,(,),,(  maks 323212
1

21 pp xxxxxxxxxk ρρρ +=  
Jika  
 

( )[ ]{ } ,),,(0,),,(),,(,),,( maks 2132212
1

21 pppp xxxxxxxxxxxx ρρρρ =+  
 

maka  
),,(),,(),,( 10

2
2132 ppp xxxkxxxkxxx ρρρ ≤≤  

atau  
.),,(),,( 210

2
32 xxxkxxx p ρρ ≤  

Sebaliknya jika 
 

( )[ ]{ }0,),,(),,(,),,( maks 32212
1

21 ppp xxxxxxxxx ρρρ +  

[ ] ,,,(),,()2/1( 3221 pp xxxxxx ρρ +=  
  

maka  ( ) ]),,(),,(),,( 32212
1

32 ppp xxxxxxkxxx ρρρ +≤  

sehingga  ),,(),,(),,(),,( 10
2

321321)2(32 pk
k

p xxxkxxxkxxxxxx ρρρρ ≤≤≤ −  

atau .),,(),,( 210
2

32 xxxkxxx p ρρ ≤   
 Jika proses ini diulangi sebanyak n kali, maka akan diperoleh 
 

),,(),,( 2101 xxxkxxx n
pnn ρρ ≤+  atau .),,(),,( 101 p

n
pnn xxxkxxx ρρ ≤+  
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 Maka untuk sebarang n, m dan p yang  ,nmp >>  diperoleh 
 

++++≤ −−+++ ),,(),,(),,(),,( 12211 mmmmnnmnnpmn xxxxxxxxxxxx ρρρρ L  

),,(),,(),,( 12211 pmmpnnpnn xxxxxxxxx −−+++ +++ ρρρ L  
 

maka ,)),,(),,((),,( 21

2

0
0210 xxxkxxxkxxx

m

i

inin
pmn ∑

−

=

++ +≤ ρρρ  

sehingga 
)1(

).2(
.2),,(

2

0 k
kM

kMxxx
nm

i

in
pmn −

=≤ ∑
−

=

+ρ   

atau  )),,(),,((),,(
2

0
1010∑

−

=

++ +≤
m

i
p

in
m

in
pmn xxxkxxxkxxx ρρρ  

sehingga  
)1(

).2(
.2),,(

2

0 k
kM

kMxxx
nm

i

in
pmn −

=≤ ∑
−

=

+ρ .   

 
Oleh kerana 0>M  adalah suatu pemalar dan kerana had  ,0=nk  maka }{ nx  
merupakan jujukan 2-Cauchy.  Oleh kerana );( ρX  merupakan ruang 2-metrik yang        
2-lengkap, maka wujud  Xu ∈  sehinggakan jujukan }{ nx  menumpu ke u. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahawa u merupakan titik tetap sepunya dari  21 , TT  
dan  .3T   Pilih sebarang  .Xz ∈    Maka 

 
),,(),,(),,(),,( 232312311 zuxzxuTxuuTzuuT nnn +++ ++≤ ρρρρ              (2.3) 

 
Jadi   ;),,(),,( 31321231 cTxTuTzxuT nn ++ = ρρ  dengan   zcT =3   

            ( )[ ]{ } ,),,(),,(,),,(  maks  31321313212
1

13 cTxTxxTuTucxuk nnnn ++++ +≤ ρρρ  

                             ( )[ ] ,),,(),,( 32131321132
1 cTuTxxTuTx nnn +++ + ρρ  

                     ,
)( + 1

])( + )(+ [1 )( 

13

311313211321132
1

,cu, x
cu, T, Txxu, Tu, Txu, T, Tx

n+

n+n+n+n+
ρ

ρρρ
 

                     
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

)( + 1
]) , ,( + )(1[ )( 

13

13311331321331132
1

,cu, x
xTuTxc, Tx, Tx +cu, T, Tx

n+

n+n+n+n+n+

ρ
ρρ
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( )[ ]{ ,),,(),,(,),,(  maks 23132312
1

23 zxxxuTucxuk nnnn ++++ += ρρρ  

                                             ( )[ ],),,(),,( 113231132
1 zuTxxuTx nnn +++ + ρρ  

                  ,
)( + 1

])( + )(+ [1 )( 

13

113231231132
1

,cu, x
u, z, Txu, xu, Tu, x, Tx

n+

n+n+n+n+
ρ

ρρρ
 

    
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

)( + 1
])( + )(+ [1 )( 

13

23113132131132
1

,cu, x
u, x, Tx, zx, Txu, z, Tx

n+

n+n+n+n+n+
ρ

ρρρ
     (2.4) 

  
 Jika diambil had pada ketaksamaan (2.4) dan digantikan ke dalam ketaksamaan 
(2.3), maka akan diperoleh  ( ) ),,(),,( 121 zuuTzuuT k ρρ ≤ . 
Oleh kerana  ,)1,0(∈k  maka .0),,( 1 =zuuTρ   Maknanya  .1 uuT =   Dengan cara 
yang sama boleh ditunjukkan bahawa  uuT =2  dan juga  .3 uuT =  
 Berikut ini akan ditunjukkan bahawa u bitara.  Misalkan wujud  Xv ∈  yang juga 
titik tetap sepunya bagi  21, TT  dan  .3T   Pilih sebarang  .Xz ∈   Maka 
 
  ;),,(),,( 321 cTvTuTzvu ρρ =  dengan zcT =3  

                 ( )[ ]{ ,),,(),,(,),,( maks 32212
1 cTvTvvTuTucvuk ρρρ +≤  

                                       ( )[ ],),,(),,( 31212
1 cTuTvvTuTv ρρ +  

   
[ ]

,
),,(1

),,(),,(1),,( 3121212
1

cvu
cTuTvvTuTuvTuTv

ρ
ρρρ

+
++

 

   
[ ]

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+
++

),,(1
),,(),,(1),,( 2132312

1

cvu
vTuTvcTvTvcTuTv

ρ
ρρρ

 

   ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

),,(1
),,(

,0,),,(,0,),,( maks 2
1

2
1

cvu
cvu

zuvcvuk
ρ
ρ

ρρ . 

   

Jika  ( ) ( ) ),,(
),,(1

),,(
,0,),,(,0,),,({  maks 2

12
1

2
1 zvu

cvu
cvu

zuvcvu ρ
ρ
ρ

ρρ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+
, 

maka  ( ) ),,(),,( 2
1 zvuzvu ρρ ≤  dan hal ini mustahil.  Sebaliknya jika 

 

( )
),,(1

),,(
),,(1

),,(
,0,),,(,0,)(  maks 2

1
2
1

2
1

cvu
cvu

cvu
cvu

zuvu,v,c
ρ
ρ

ρ
ρ

ρρ
+

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
 , 
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maka  
),,(1

),,(
),,( 2

1

cvu
cvu

zvu
ρ
ρ

ρ
+

≤ .   Ini bererti  ( )2
1),,(1 ≤+ cvuρ  dan hal ini mustahil. 

Jadi haruslah 
 

( ) ,),,(
),,(1

),,(
,0,),,(,0,),,(  maks 2

1

2
1 cvu

cvu
cvu

zuvcvu ρ
ρ
ρ

ρρ =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
 

 
sehingga  ),,(),,( cvukzvu ρρ ≤ .  
Apabila proses ini dilakukan sebanyak n kali, maka akan diperoleh  

),,(),,( xvukzvu nρρ ≤  untuk suatu  .Xx ∈   Oleh kerana  ,)1,0(∈k  maka haruslah  
.0),,( =zvuρ    Maknanya  .vu =  

 
Catatan.  Untuk sebarang  ,0 Xx ∈  takrifkan 22012 −− = nn xTx  dan .122 −= nnn xTx  
Maka Teorem 2.3  di atas boleh dikembangkan menjadi teorem berikut yang buktinya 
kami tinggalkan kerana serupa dengan pembuktian Teorem 2.3. 
 
Teorem 2.4.   Misalkan L,3,2,1,,0 =nTT n  masing-masingnya pemetaan pada ruang 
2-metrik terbatas 2-lengkap  ):( ρX  kepada dirinya sendiri dan memenuhi syarat 
ketaksamaan 
 

( ) ( )[ ]{ ,),,(),,(,),,(  maks  ,, 02
1

0 zTyTyyTxTxzyxkzTyTxT mnnmn ρρρρ +≤  

                   ( )[ ] ,,,(),,( 002
1 zTxTyyTxTy mn ρρ +  

  
)( + 1

])( + )( + [1 )( 0002
1

x,y,z
zx,Ty,Tyx,Tx,Tyx,Ty,T mnn

ρ
ρρρ

,  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

)( + 1
])( + )( + [1 )( 002

1

x,y,z
yx,Ty,Tzy,Ty,Tzx,Ty,T nmnm

ρ
ρρρ

 

 
untuk semua  Xzyx ∈,,  dan .)1,0(∈k   Maka wujud Xu ∈  sehinggakan uuTn =    
untuk semua  L,2,1=n .  
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