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R U A N G B A N A C H 

Kreyszig (1978) mengimgkapkan bahwa jika ada sebuah ruang metrik sebarang dan 

sebuah ruang vektor dan mendefinisikan sebuah metrik sebagai norma, maka ruang yang 

dihasiikan disebut ruang bemorma. Jika ruang bemorma ini lengkap maka ruang tersebut 

dinamakan ruang Banach. 

2.1. Ruang Metrik dan Ruang Bernorma 

Konsep dan sifat dari ruang metrik banyak dibicarakan diberbagai buk"u anahsis antara 

lain Royden (1968), Rudin (1987), dan Kreyszig (1978). 

Definisi 2.1.1. Misalkan X suatu himpunan tak kosong dan d suatu fimgsi bemilai real 

dengan domain A'xXyang memenuhi syarat berikut 

(a) . d{x,y) > 0, untuk semua x,y e X 

(b) . d(x,y) = 0 , jika dan hanya jika x=y 

(c) . d(x,y) d(y,x), untuk semua x,y G X 

{d).d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), untuk semua x,y,z G X (ketaksamaan segitiga) 

Fungsi d dikatakan metrik untuk X dan pasangan terumt (X;d) dikatakan ruang metrik. 
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Contoh 2.1.2. Misal X adalah himpunan bilangan real positif. Definisikan d pada X 

dengan d[x,y) - x-y, x,y € X . Maka d merupakan metrik padaX. 

Lema 2.1.3. (Ketaksamaan Minkowski untuk penjumlahan). Jika X-{L,)G£^ dan 

y = (r/Jfc -fp, p > l,maka ketaksamaan berikut adalah berlaku. 

! 1 1 

< z 7, z 

Bukti: Dalam membuktikan ketaksamaan ini digunakan ketaksamaan Holder yang 

dikutip dari Kreyszig (1978). Untuk p=l ketaksamaan menjadi ketaksamaan segitiga. 

Untuk p> 1, misal t^^ + rjj = cOj. 

CO. CO. sehingga T^co^ <Y, CO. 
P-i + z ̂ 7; CO. 

p-i 

dari ketaksamaan Holder CO < 
p-\ dan 

Z k 

P-^ ( a, P\p( CO 

Z k l Z < CO 

1 

dengan (p-l)q = p dan pq = p+q diperoleh 

CD P 

z CO Z k Z 

1 

CO . Dengan membagi kedua ruas dengan 

z dan 1 - — = — maka diperoleh 
<i P 

1 I 1 

PXP PYP r ^ p\ 
< z 

6 
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Selanjutnya konsep dan sifat ruang bemorma juga banyak dibahas dalam berbagai 

buku analsis antara lain Royden (1968), Rudin (1987), Kreyszig (1978) dan Anton 1997). 

DtTniisi 2.1.4. Ruang vektor adalah himpunan V, dengan elemen-elemennya disebut 

vektor yang dengan operasi penjumlahan dan operasi perkalian skalar akan terdefinsi, 

dengan sifat-sifat aljabar sebagai berikut: 

Jika X, y GV maka x + y GV 

X + V = y + X, untuk semua x, y GV 

X + (y + z) (x + y) + z, untuk semua x,y,zGV 

Terdapat vektor nol pada sehingga x + 0 = x, untuk setiap xe V 

Setiap xG V terdapat -x sehingga x +(-x) = 0 

Jika X G Vdan a skalar (a bilangan kompleks) maka ax GV 

l.x=x 

a(/ix) = {a.p).x 

a. {x^y) = CZ.X + ouy 

(a+/}).x = a.x +/3.X 

Definisi 2.1.5. Misalkan ruang vektor. Misalkan • || fungsi bemilai real yang 

memenuhi syarat berikut: 

(a) . j|x||> 0,unmk semua XG X 

(b) . ||x|| = 0, jika dan han>'a jika x = 0, x G A' 

(c) . ||QX|| = aj|xj|, dengan a skalar dan xe X 

(d) . X + _y < ||x|| + ly , untuk semua x,y G X 



Maka || • |j dikatakan norma untuk X dan pasangan terurut {x, | • jj) dikatakan ruang 

bemonna. 

Misal Jfmang bemorma. Definisikan metiik d dengan d = d{x,y) = ||.v - v|[ Maka 

d merupakan metrik pada X . Dengan demikian setiap mang linear bemorma dapat 

dipandang sebagai ruang metrik dengan d{x, y) - \x- y\ . 

2.2. Kekonvergenan dan Kelengkapan 

Berikut ini akan dibicarakan berbagai sifat dari konvergensi dan kelengkapan suatu 

barisan seperti yang termuat dalam Royden (1968), Kreyzig (1978), dan Bartle (1994). 

Definisi 2.2.1. Barisan (x„) dari mang metrik QC,d) konvergen ke suatu titik x di X jika 

untuk sebarang f > 0 terdapat bilangan asU A'̂  sehingga d (x,x„) < e untuk setiap n>N, 

sering juga dituUs lim x„ = x atau x„-^ x yang berarti x adalah limit dari barisan (x„). 

Definisi 2.2.2. Barisan (x„) dari ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk 

sebarang e > 0 terdapat bilangan asli Â^ sehingga untuk semua n ,m > N berlaku 

d (x„,Xm) < £ • 

Definisi 2.2.3. Ruang metrik (X,d) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di X 

konvergen (ke suatu titik di X). 

Teorema 2.2.4. Setiap barisan yang konvergen di ruang metrik (X,d) adalah barisan 

Cauchy. 



Bukti: Misalkan konvergen ke x, maka untuk sebarang s > 0 terdapat N sehingga 

d (Xn,x) < — untuk n>N, sehingga 

£ £ 

d {Xn,X„) < d (X„, .V)+ d(x,n,x) < - + - = £. 
2 2 

Jadi (xn) adalah Cauchy. 

Di atas telah dikatakan baliwa ruang linear bemorma dapat dipandang sebagai 

ruang metrik dengan mendefmisikan metrik pada ruang tersebut. Dari pemyataan ini 

dapat dilihat hubungan antara ruang metrik dan ruang linear bemorma. Selanjutnya dari 

ruang linear bemorma ini dapat didefinisikan ruang Banach sebagai berikut. 

Defmisi 2.2.5. Misal ruang Unear bemorma. (x,|[-j|) dikatakan ruang 

Banach bila (a^, || • ||) lengkap. 

Berikut ini diberikan beberapa contoh ruang Banach yang akan dibicarakan 

bilangan Rendezvous serta sifat jarak rata-ratanya. 

Contoh 2.2.6. £ adalah kumpulan semua barisan x =(C,X y^N dengan 

^ + ^ + ... berliingga, maka akan dibuktikan bahwa £ adalah ruang Banach. 

Bukt i : Secara matematis dituUs £p = <; < 00 . Defmisikan 

norma dari adalah ||^|| = 

1 

, Cj^£p,J = 1,2,... 
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Pertama akan dibuktikan i ^ merupakan ruang bemorma. 

i). Î 'jĵ  >0, setiap C e ^ P 

Ambil C G sebarang, misalkan |[̂  

Karena > 0, untuk setiap j maka ^ Cj > Odan 21^1 > 0 . Jadi 1̂ 1̂  >0 . 

ii). Il̂ ll = 0, jika dan hanya jika ^ = 0, ^ e 

{=>) ll^j^ = 0, akan dibuktikan ^ = 0, ^ 6 

2^1^^ = 0, maka 2 = 0 , berlaku untuk = 0, y-1,2, . . . sehingga 

{<^)Cj = Oakan dibuktikan ,^|| = 0 

z >-

ii). a 

IK IL -
\J-' 

1 1 1 

ĵ=i y 

iv). 1̂  + îî  < 11̂ : ^ + Inl^, untuk semua C^V^^^ 

Ambil ^ 7 e sebarang . Misal ^ = y = 1,2,... dan rj = (TJ-1 J = 1,2,... maka 



11 

f" dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski diperoleh 

^7 r - p 
< H i z 7, 

karena ||^|| memenuhi sifat (/), (/7), (m), dan (/v) maka 

zfe 
1 

G ^p,y = 1,2,... adalah norma untuk i^ 

Selanjutnya akan ditunjukkan lengkap. Misal barisan (x„ ) Cauchy pada 

dengan Xm = {^^"'\^^'"\:\ maka setiap £• > 0 terdapat sehingga 

1 

< £ ,n,m > N ...(2.2.1). 

Selanjutnya untuk j=l,2,... c}'"^''Cj'"^ <£'setiap n,m> N . Ambil nilai j tetap. Dari 

(2.2.1) Cauchy. Sehingga x„ = ^/"^ konvei^en. Sebut 

^ (") _^ ^^ dengan m ^ oo. x = (^j^^j'---) > ditunjukkan x e dan x„ -> x. 

Dari (2.2.1) maka untuk m,n > N, berlaku 2^ / '"^"^/"^ <£,k = 1,2,. 

^'Iisalkan « - > oo untuk m > N , maka ^̂ '̂"̂  -

k maka 

<f'', '̂ = 1,2,.... Misal 

...(2.2.2). 
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Hal ini menunjukkan bahwa x^- x = (^^'"' - ^ ^ ] G . Telah diperoleh x„ e , maka 

x = x „ + ( X - X „ ) G ^p. Dari ketaksamaan (2.2.2) menunjukkan bahwa 

x^->x, (x^) Cauchy di maka lengkap . Karena merupakan ruang linear 

bemorma yang lengkap maka I mang Banach. 

Contoh 2.2.7. £^ adalah pasangan temml antara hasil kali cartesian dan norma pada ^ j " , 

maka akan dibuktikan £" adalah ruang Banach ( di beberapa artikel seperti Wolf (1994) 

dimlis e[n)). 

Bukti: Secara matematis ditulis ^,"(£'.) = , dengan 

'1 y 

YlE,=E,.E, . . . . .^„ ...,xJ)).....(xW ...,x;"))=(xW,...,x("))4-... + (xW untuk 
1=1 

suatu xf'' G E,, /-1,2,.... Definisikan norma pada adalah 

' 1=1 1=1 

Pertama akan dibuktikan £ " ruang bemorma 

n 

i). ||x||̂  > 0, setiap x G ]~J 
' 1=1 

n n n 

Ambil X G J ^ ^ " , sebarang, misalkan |jx|ĵ  = Z i K i , ^̂ "8̂ ^̂  ̂  = (^i'--'^«)^ F I ^ " 
1=1 

karena > 0, untuk setiap / maka 2 ] IK II, - ^ • ̂ ^̂ ^ IHL - ^ 
1=1 

ii). X = 0 jika dan hanya jika x = 0 

(=>) X = 0 akan dibuktikan x = 0 
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= 2J|.v,|| = 0 , beriaku untuk 11 j = 0, untuk setiap / sehingga x,=0 untuk setiap 

/ -T,2, . . . , /7 ataux = 0. 

(<:=)x = 0 akan dibutiktikan |jx| = ^^JKJ! = 0 

dari defmisi 2.1.3. jika x =0 maka x = 0 sehingga 

L = Z I K I I - h + ...+ •V. = (0+0+...4-0) = 0 
1=1 

iii). ax a X a suatu skalar 

H , = 2 I K I L = Z I « l i k H =l« l i ! IKi l , = H l i 4 , 
/ = i 1=1 < = i 

iv). ||x+ y\l^ < ||x||̂  + Ivll̂  untuk semua x, v G ]"[£", 

Ambil x,y G IJE^ maka ||x + >'||/̂ =: Z I K •^• îll, • Sehingga diperoleh 
1=1 

=s 2 t J i H I > ^ J | J = Z l k J l + 2 : i k l l H i 4 . H b 
1=1 j = i 

karena ||x|[, memenuhi sifat (/), (ii), (iii), dan (iv) maka 

n rt 

I ~ Z l k i ^ ^ ^ S ^ n X = ( X , , . . . , X „ ) G Y\^. ^̂ 1̂̂ 1̂  norma untuk . 

Selanjutnya akan ditunjukkan i^" lengkap. Misalkan (x^) sebarang barisan 

Cauchy di £^ denganXn= {^}"'\(.}"'\... . (xm) Cauchy maka untuk sebarang £> Q terdapat 
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M sehingga untuk semua n,m > N berlaku ^ ^ u , w _ ^ W Setiap 

n,m > A'^selanjutnya untuk j=l,2,... maka 

_ /- (") ^ ^ setiap n,m> N ...(2.2.3). 

Untuk suatu nilai j yang tetap barisan adalah Cauchy sehingga Xm ^C}"^ 

konvergen. Misal t^j""^ -> dengan ;w -> oo x = (1^1,^2,...) akan dibuktikan 

X e £" dan x„ -> x. Dari ketaksamaan (2.2.3) jika H ^ 00, maka 

C^-^-Cj <e, m>N ...(2.2.4). 

= •^i " terdapat K^&R sehingga ^}"^\ < K„ untuk semua J. 

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh 

ll^'J < - ^/"'ll + \\f}"^l <£+K„,m> N maka (̂ J barisan terbatas. Hal ini 

menunjukkan bahwa x = (̂ y)e t-i • Dari ketaksamaan (2.2.4) maka 

x„ - x|| = ^ l^j^"'^ -t^j < e setiap m> N menunjukkan bahwa x^ -> x, x„ Cauchy 

maka i^" lengkap. Karena £ " merupakan ruang linear bemorma yang lengkap maka 

^j" adalah ruang Banach. 

Contoh 2.2.8. (.J' adalah pasangan temmt antara hasil kah cartesian dengan norma pada 

ij', akan dibuktikan bahwa C j ' adalah ruang Banach. 
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Bukti: Secara matematis ditulis 1̂ (-£",) = 
V 1 = 1 

dengan 

1=1 

untuk suatu G ;=1,2, Definisikan normanya adalah X =s"P^.|li' 
lSl<o 

X={Xu...,Xn) GYIE, 

i). ||x||̂  > 0, setiap x eYl^i 
1=1 

Ambil x e sebarang, misalkan j|x||̂ ^ = sup||x.|. 
1=1 

Karena |x.||. > 0, imtuk setiap /maka sup x.| > 0 . Jadi x ^ > 0 
Ifiifin 

u). X = 0 jika dan hanya jika x = 0 

(=>) ||x||̂  = 0 akan dibuktikan x = 0 

x | = supj|x.| = sup|x, | , . . . , | |x„| |^|= 0. Karena sup||x-| = Odan j|x,jj. > 0 untuk setiap / 
ISiSn 

makaharuslah |jx,|[ = 0sehinggax,=0, /=1,2, . . . ,« ataux =0. 

(<=) X = 0 akan dibutiktikan ||x| = 0 

Dari definisi 2.1.3. j i k a X =0 maka ||x = 0 . = sup X, ^ = sup 

= sup{0}=0 

iii). \\ax\\ - a a suatu skalar 

ox ̂  = sup ox, = sup a X. = a sup 
ISiSn 

a 
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iv). ^ + untuk semua x,y&Y\ 
1=1 

Ambil X , V e H sebarang maka ||x + _);||^^ = supjjx, + _y, | < sup ||x.| + sup||>', 
l<l<n \<,i<n \<i<n 

Karena x^ memenulii sifat (;), (ii), (iii), dan (iv) maka llx , =supx,| | , x=(xi,.. . ,x„) 

€ PJ adalah norma untuk ij'. 
1=1 

Selanjutnya akan ditunjukkan lengkap. Misalkan (x„) sebarang barisan 

Cauchy di Xm=^i^^"'\^}"'\..^. (x^ Cauchy maka imtuk sebarang e> 0 terdapat N 

sehingga berlaku m n sup 
I<jSn 

< £ maka 

^ [ . ) _ ^ [ n ) setiap « , / «>A^ ...(2.2.5). 

unlxik suam nilai>yang tetap barisan adalah Cauchy sehingga x^ 

konvergen. Misal C / " ' C , dengan w o o x = (^j,^^,...) akan dibuktikan 

X G f „ dan x^ -> x. Dari ketaksamaan (2.2.5) jika ;? -> oo, maka 

i C ; " ' C ' i <£,m>N ...(2.2.6). 

•̂'m = (^./'"O'^ terdapat K^^R sehingga - untuk semua j . Dengan 

menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh 

Î Ĵ  < -+1^;"^!! <£+K„,m>N maka (̂ J barisan terbatas. Hal ini 

menunjukkan bahwa x = [Cj)^ ^„ • Dari ketaksamaan (2.2.6) maka 



x_ - X = sup 
is j<n 
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^ (m) _ ^ ^ setiap m> N menunjuklcan bahwa x„ x, x^ Cauchy 

maka Karena (.J' mempakan ruang linear bemorma yang lengkap maka adalah 

mang Banach. 

2.3. Tersambung dan Kompak 

Konsep dan sifat dari himpunan kompak banyak dibicarakan dalam berbagai buku 

analisis dan topologi antara lain Royden (1968) dan Munkres (1988). 

Defmisi 2.3.1. Misal X suatu himpunan. X dikatakan tersambung jika tidak terdapat 

himpunan buka^^, B di Xsehingga X=A<JB danAn£-0. 

Definisi 2.3.2. MisalXsuatu himpunan. ={^4:^4buka} .JikaXcA m a k a d i s e b u t 

n 

selimut (cover) buka dari X . Jika terdapat Ai,..../ln sehingga A ' c j j v ^ , maka 

n 

[Jy4, disebut selimut buka berhingga dariX. A'dikatakan kompak bila setiap seUmut buka 
1-1 

dariXmempunyai subselimut berhingga. 

Pada kenyataannya suht menentukan bahwa suatu himpunan im kompak. Untuk 

itu berikut ini di berikan teorema Heine-Borel, dalam Bartle (1994) yang memberikan 

syarat perlu dan cukup suatu himpunan dikatalan kompak. 

Teorema 2.3.3. K o 7?̂  , p = 1,2, . . . kompak jika dan hanya jika K tertutup dan 

terbatas 
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Bukti: (=>) Klisal K suatu himpunan kompak akan ditunjukkan bahwa K tertutup dan 

terbatas. Pertama akan ditunjukkan K tertutup ( dengan menunjukkan bahwa 

komplemennya buka ). Misal \ & K{ kompolemen dari K ) dan untuk setiap m e N, 

misalkan Gm suatu himpunan yang didefinisikan dengan = \y G R-° : |[y - A: 
1 

m 

Maka setiap himpunan , m e N buka di R . Selanjumya gabungan dari semua 

himpunan Gm,, m e N, memuat semua titik di R'' kacuali di x. kama x g AT, maka semua 

titik di K adalah anggota suatu himpunan G«. Karena K kompak maka terdapat M G N 

M 
sehingga AT c | J G ^ = Gj^ . Dengan demikian lingkungan 

m=l 
zeR^ : \z-x <—ytidak 

M 

memotong K. hal ini menunjukkan K buka, sehingga K tertutup di R''. 

Selanjumya akan ditunjukkan K terbatas di R'' ( yaitu AT e |x G 7?^ .• |jx|| < r j unmk nilai r 

cukup besar ). Unmk setiap m G A^, missal suam himpunan buka yang didefinisikan 

dengan / / ^ = |x: G i?^ .• [|x < w | Semua ruang R'', p =1,2,... dan K termuat dalam 

gabungan himpunan / / ^ m & N. K kompak maka terdapat A/ G N sehingga 

M 
c | J / / „ = Hj^ Hal ini manunjukkan bahwa AT terbatas. 

( <= ) K termtup dan terbatas yang termuat dalam gabungan koleksi p={G^] dari 

himpunan buka di R̂ , maka akan dimnjukkan K kompak, yaitu K termuat dalam 

gabungan suam himpunan bilangan berhingga di p . Karena AT terbatas, dengan batasan 

sel tertutup /y di R'' . Misalkan I-^ - ^x^,..jc^)^x^ < r,k = l,...,p^ untixk nilai r > 0. 

Andaikan K tidak kompak, artinya K tidak termuat dalam gabungan sebarang himpunan 
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bilangan berhingga di p . Karena itu, sedikitnya satu dari 2^ sel tertutup yang dibentuk 

dengan membagi sisi dari / ; memuat titik dari K sehingga bagian dari K didalamnya tidak 

temiuat dalam gabungan sebarang himpunan bilangan berhingga di p. Permasalahan ini 

dapat dibagi menjadi dua kasus. 

Kasus 1: .Tika setiap 2** bagian dari K termuat dalam gabungan sebarang himpunan 

bilangan berhingga di p , maka K akan termuat dalam suam gabung sebarang himpiman 

bilangan berhingga di p. Hal ini kontradiksi dengan K tidak termuat dalam gabungan 

sebarang himpunan bilangan berhingga di p. Sehingga haruslah AT kompak. 

Kasus 2. Misalkan I2 adalah salah satu dari sel bagian dari sub divisi Ij sehingga 

himpunan tak kosong Kflli tidak termuat dalam gabungan sebarang himpiman bilangan 

berhingga di p. Lanjutkan proses ini dengan membagi I2 untuk memperoleh 2^ sel 

bagian tertump dari I2 dan misalkan I3 adalah salah sam dari sel bagian sehingga 

himpunan tak kosong ATfl/s tidak termuat dalam gabungan sebarang himpunan 

bilangan berhingga di p, dan seterusnya. Dalam kasus ini di bentuk barisan bersarang 

(nested sequenvce) dari sel tak kosong. Berdasarkan sifat sel bersarang (nested cells) 

terdapat titik y G /„, ncN. Karena /„ memuat titik-titik di K , maka y adalah titik cluster 

dari K. Karena K tertutup m a k a y G K dan termuat dalam suam himpunan buka di p. 

Selanjutnya terdapat g > 0 sehingga semua titik w dengan jjy - w < £ adalah anggota 

G ^ . Di sisi lain sel /„, K>2 terbentuk dengan membagi ssisi-sisi dari 

/ j = ^x^,...,x^) :\Xj |< rJ = 1,...,/?}, jadi panjang sisi 4 adalah c. Selanjutnya karena w 

Glk maka |[y - w\\ ^ j,^^ • Karena im jika K sangat besar maka -j^ < £, sehingga semua 



titik-titUk di 4 sebagai suatu himpunan mnggal G;^, hal ini kontiadiksi dengan 

konstruksi It sebagai suam himpunan sehingga K C\I„ tidak termuat dalam sebarang 

himpunan bilangan berhingga di p. Kontradiksi ini menunjukkan bahwa K kompak . 

Teoremaa 2.3.4. Setiap himpunan bagian tutup dari himpunan kompak adalah kompak 

Bukti. Nlisalkan X kompak , F himpunan bagian tutup dari X, dan A suaiu sciimui buka 

dari F . Maka U iF adalah selimut buka dari X dan karena X kompak maka terdapat 

subsehmut berhingga ^,A^,...An , sehingga F\J Q 4 Karena FCIIF 

\i=i J 
•-0 

maka F c .. Ini berarti F kompak. 

2.4. Kewujudan Bilangan Rendezvous di Ruang Banach 

Lin (1997) mendefmisikan bilangan Rendezvous dari ruang metrik sebagai berilrut. 

Definisi 2.4.1. Misalkan (X, d) ruang metrik terbatas, dengan X suatu himpunan dan d 

metrik pada X. Bilangan real a = a{X,d) > 0 dikatakan bilangan Rendezvous dari X 

jika unmk sebarang n anggota bilangan ash N dan sebarang xi,X2,..., x„ (tidak perlu 

1 " 
berbeda) diX, terdapat .v anggotaXsehingga —y]d{x,,x) = a . 

Sebelum membicarakan bilangan Rendezvous di ruang Banach, perlu dimnjukkan 

kewujudan bilangan Rendezvousnya supaya diketahui bahwa ruang tersebut benar 

memiliki bilangan Rendezvous. Hal ini dikarenakan tidak semua ruang Banach memihki 

bilangan Rendezvous. 



Berbicara mengenai kewujudan bilangan Rendezvous, Gioss (1964) 

mengemukalcan teorema sebagai berikut. 

Teorema 2.4.2. Misal X ruang kompak dan tersambung dan d -.X^ R ftmgsi kontinu 

dan simetrik. Maka terdapat dengan timggal bilangan a = a{X, d) yang memenuhi sifat 

berikut: Untuk semua n G N dan untuk semua XI,...,A:„ G X terdapat y G X sehingga 

1 " 

— X '^{^oy) = a dengan d merupakan metrik pada X. 
n 1=1 

Bukti : Dalam beberapa hal pada pembuktian teorema ini tidak ditulis secara mendetil, 

tetapi dituhs secara langsimg dengan merujuk pada buku dan artikel seperti Holmes 

(1975) dan Nikaido (1954). 

Misal F - ( J X " . F adalah kumpulan semua mpel-mpel terbatas yang terurut 
n=l 

dengan anggotanya adalah himpunan A'. M a x G Z d a n / = ( X , , . . . , X „ ) G F . Ambil 

1 " 

d{x,f)--'Yjd{x,x^ = i n f { ^ ( x , / ) : x G A^}, dan = sup{i i (x , / ) : x G X . 
1=1 

Klaim < yff^, dengan / , G G F . Misal / = (x,,...,x„ )dan G = (>»,,...>^„). Hal ini cukup 

dengan menunjukkan bahwa untuk suam / < n dan suatu j <m . di^'jj) < d(Xj,G) 

dcngand{y„f)=-XXd{y„x^) dan4X^,G)= i ^Z^^^v . ) • ^ 
J=\ 1=1 « ,=1 ;=1 

kosong dan f,G e F maka d(yj,Xj) = d(xj ,yj) dan 

Xj,y,} selanjutnya karena m>n maka — < - sehingga 
;=1 1=1 1=1 j=l 
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4y.f)=-j:z^h^o^j) - ( 2 .4.1) . 

Andaikan ketaksamaan 2.4.1 tidak benar maka diy/J) > d{xj,G) untuk semua i < n 

dan j < m, d(yij) > d{xj,G) , maka 

-zz4.-.) >-zẑ (-.>̂ ,) 

"ZZ^U'^J >"'ZZ4^;'>'.) 
j=l 1=1 1=1 ;=1 

«Z4X,/) >m±d{x^,G) 
.=1 ;=1 

sedangkan diketahui bahwa ZZ^vi'^;)~ZZ^(^>'-^i) sehingga diperoleh n > m. 
j= i 1=1 1=1 j=i 

Hal ini kontradiksi dengan m > n sehingga haruslah d(yij) < d(xj,G), yang artinya 

Selanjumya akan ditunjukkan kewujudan dari aQC,d). Untuk suatu feF terdapat 

pemetaan .v h-> d{xj) yang merupakan fungsi kontinu pada X. Karena X kompak 

berdasarkan teorema 2.3.3 maka X tertutup dan terbatas. Karena pemetaan x i-> dix,f) 

kontinu, maka {dixj) -.xeX} merupakan himpunan tutup dan terbatas, sehingga <Xf, dan 

Py- berada di d(xj). Selanjutaya karena a / < P/ dengan fe F maka terdapat 

1 1 

a = - y,d[x^,f) sehingga <a< Pj- jadi kewujudan dari adidapatkan 


