BABII
RUANG BANACH

Kreyszig (1978) mengungkapkan bahwa jika ada sebuah ruang metrik sebarang dan
sebuah ruang vektor dan mendefinisikan sebuah metrik sebagai norma, maka ruang yang
dihasilkan disebut ruang bernorma. Jika ruang bernorma ini lengkap maka ruang tersebut

dinamakan ruang Banach.

2.1.  Ruang Metrik dan Ruang Bernorma

Konsep dan sifat dari ruang metrik banyak dibicarakan diberbagai buku analisis antara

lain Royden (1968), Rudin (1987), dan Kreyszig (1978).

Definisi 2.1.1. Misalkan X suatu himpunan tak kbsong dan d suvatu fungsi bemilai real
dengan domain A< X yang memenuhi syarat berikut

(a). d(x,y) 2 0, untuk semua x,y € X

(b).d(x,y) = 0, jika dan hanya jikax = y

(¢). dix,3) = d(3,x), untuk semua x,y ¢ X

(d). d(x) < d(x,2) +(zy), untuk semua x,y,z € X (ketaksamaan segitiga)

Fungsi d dikatakan metrik untuk X dan pasangan terurut (X;d) dikatakan ruang metrik.
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Contoh 2.1.2, Misal X adalah himpunan bilangan real positif. Definisikan J pada X’

dengan d(x, y) = ]x ~ yf, x, ve X . Maka d merupakan metrik pada X

Lema 2.1.3. (Ketaksamaan Minkowski untuk penjumlahan). Jika x= (_g’_,)e Ep dan

y= (r;_,)e ¢£,, p =z 1,maka ketaksamaan berikut adalah berlaku.

= =

]

g6l o[g

J=1 ; gt

Bukti: Dalam membuktikan ketaksamaan int digunakan ketaksamaan Holder yang
dikutip dari Kreyszig (1978). Untuk p=1 ketaksamaan menjadi ketaksamaan segitiga.
Untuk p> 1, misal ¢ +7 =, .
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Selanjutnya konsep dan sifat ruang bernorma juga banyak dibahas dalam berbagai

buku analsis antara lain Royden (1968), Rudin (1987), Kreyszig (1978) dan Anton 1997).

Definisi 2.1.4. Ruang vektor adalah himpunan V), dengan elemen-elemennya discbut
vektor vang dengan operasi penjumnlahan dan operasi perkalian skalar akan terdefinsi,
dengan sifat-sifat aljabar sebagai berikut:

Jikax, velV maka v + y el

x +y=y+x untuk semuax, y €V

x+t{y+z)=(x+y)+z untuk semuax, y, z €l

Terdapat vektor nol pada ¥ sehingga x + 0 = x, untuk setiap xe V'

Setiap x< V' terdapat —x sehingga x +(-x ) = 0
Jika x €V dan « skalar (& bilangan kompleks) maka ax eV
l.x=x

a(fix)y = (a f)x
(x+ty) = ax+ oy

(a+fHx = ax+fix

Definisi 2.1.5.  Misalkan X ruang vektor. Misalkan |- | fungsi bernilai real yang

memcenuhi syarat berikut:

(a). {x| = 0, untuk semua x € X

(b). ]} = 0, jika dan hanya jika x=Q,x& X

(©). |lex| = ia"x} ,, dengan o skalar dan xe X

L unfuk semua x,y e X

(@). [+ yj < |+ o
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Maka | -| dikatakan norma untuk X dan pasangan terurut (x ,””) dikatakan ruang

bernomma.

Misal X ruang bernorma. Definisikan metrik d dengan d = d{x,y) = |x- v| Maka
d merupakan metrik pada X. Dengan denukian setiap ruang linear bemorma dapat

dipandang scbagat ruang metrik dengan J(x, y) = “x— y”

2.2. Kekonvergenan dan Kelengkapan
Berikut ini akan dibicarakan berbagai sifat dari konvergensi dan kelengkapan suatu

barisan seperti yang termuat dalam Royden (1968), Kreyzig (1978), dan Bartle (1994).

Definisi 2.2.1. Barisan (x,) dari ruang metrik (X,d) konvergen ke suatu titik x di X' jika
untuk sebarang & > 0 terdapat bilangan asli NV sehingga d (x,x,) < £ untuk setiap » > N,

sering juga ditulis lim x,, = x atau x,— x yang berarti x adalah limit dari bartsan (x,).

Definisi 2.2.2. Barisan (x,) dari ruang metrik (X,d) dikatakan barisan Cauchy jika untuk

sebarang &£ > ( terdapat bilangan asli N schingga untuk semua n ,m > N berlaku
d (X, Xm) < €.

Definisi 2.2.3.  Ruang melrik (X,d) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di X
konvergen (ke suatu titik di X).

Teorema 2.2.4. Setiap banisan yang konvergen di ruang metrik (X,d) adalah barisan

Cauchy.
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Bukti: Misalkan (x,) konvergen ke x, maka untuk sebarang £ > 0 terdapat N schingga

d (x,,x) < % untuk # = NV . sehingga

“

d (0, X)) € d (x,x)t d(xmx) < §+ l;- -z,

Jadi (x,) adalah Cauchy.

D1 atas telah dikatakan bahwa ruang linear bemorma dapat dipandang sebagai
ruang metrik dengan mendefinisikan metrik pada ruang tersebut. Dari pemyataan ini
dapat dilihat hubungan antara ruang metrik dan ruang linear bemorma. Selanjutnya dari

ruang linear bernorma ini dapat didefinisikan ruang Banach sebagai berikut.
Definisi 2.2.5. Misal (X, E H) ruang linear bernorma. (X A |!) dikatakan ruang
Banach bila (X, - ||) lengkap.

Berkut ini diberikan beberapa contoh ruang Banach yang akan dibicarakan

bilangan Rendezvous serta sifat jarak rata-ratanya.

Contoh 2.2.6. /¢  adalah kumpulan semua barisan x =(¢,), jeN  dengan

l62|” +1¢, ] + ... berhingga, maka akan dibuktikan bahwa £  adalah ruang Banach.

0 P ]
Bukti: Secara matematis ditulis 2, = {x = (4’]‘ )j € N,Zi;'jl <, . Definisikan
=1

AY

e

@ P
norma dari £, adalah ]{{ﬁp :{Zf‘:j’ J L ¢, el j=12,...
=
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Pertama akan dibuktikan £ merupakan ruang bemorma.
i), K} =0 setiapef

1

Ambil ¢ e ¢ scbarang, misalkan ‘HL —( |(, }F €, j=12..

-

(,i > 0, untuk setiap ; maka iig:,‘ > Odan( i@]" > 0. Jadi “‘;”p >0.

1 a

Karena

ii). ]Eg”ﬂ = 0, jika dan hanya jika =0, e £,
(=) ||¢[|p = 0, akan dibuktikan £ =0, { € £,
1
© P \p @ P - .
“{”P :(ZI_{J\ ] = 0, maka ZI{A =0, berlaku untuk l{,\ =0, j=1,2,... sehingga
J=1 1=1
g, =0
(<)<, = Oakan dibuktikan [ =0

1

, (Zl ‘)F el +icp -+ f:(0+0+...)i:0

[y
h

i) Jag] = el

1
- P

et (Sl ~(S Y <[l St -t B(SIr ) -l

al

v). en <+ “’L; untuk semua ¢, € £,

Ambil {,ne £, sebarang . Misal ¢ = (Q’JJ, Jj=1L12,.. dan r;:(r]j), J=12,.. maka

Repository University Of Riau
PERPUSTRKARND UNIVERSITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/




11

1

".;’ + ﬂﬂp = (ilg’j +77, IPJP dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski diperoleh

2=

1

{5kl J (§|n,;p];=|icnp+unup

= {}”:f:,m.”)
J= /

N\

1

karena [ "p memenuhi sifat (1), (57), (i), dan () maka ‘
J[; (Zié’ ) J .¢, €£,,7=12,... adalah norma untuk £ _. |

Selanjutnya akan ditunjukkan £, lengkap. Misal barisan (x, ) Cauchy pada

¢, dengan x,, = (Q' 1(’"},4’ 2('"),...), maka setiap £ > 0 terdapat N schingga

o~

-, —(Zig pJ <e,mm>N @20,
=1

Selanjutnya untuk j=1,2, . ]gj(“) —{J.(”)] < gsetiap n,m > N . Ambil nilai j tetap. Dari

(2.2.1) (4’ (2’ ) Cauchy. Sehingga x, =¢ J(”’) konvergen.  Sebut

o, ¢ dengan m > . x =({},¢,,...} , akan ditunjukkan x e £, dan x,, -» x.

£ P
Dari  (22.1) maka untuk mn > N, berlaku Z‘gj(mtg}"’ <ef k=12

J=1

P

k i
Misalkan #n— o untuk m > N , maka Z’gj(”"—gjl <ef k=12... Misal
k - «wmaka
. F
Z]g}("" ~gf{ <ef m>N (2.2.2).
=
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Hal ini menunjukkan bahwa x —x= (_c J,(”) ~-¢ J)e £, . Tclah diperoleh x, ¢ €, , maka

x=x,+{(x x)ef,. Dard ketaksamaan  (2.2.2) menunjukkan  bahwa

n

X, X, (xm) Cauchy di ¢ ; maka ¢ o lengkap. Karena ¢ , merupakan  ruang  linear
bernorma yang lengkap maka ¢ ruang Banach.

Contoh 2.2.7. ¢£," adalah pasangan terurut antara hasil kali cartesian dan norma pada £,
maka akan dibuktikan ¢," adalah ruang Banach ( di beberapa artikel seperti Wolf (1994)

ditulis ¢'(n)).
Bukti: Secara matematis ditulis £,"(E, )= [HE,," | ], dengan

li[E,.zE! E,-..-E, = (xl(’), X (’)) . (x,("),...,x,{,"))z(x,(‘},...,x,("))+...+(x,ﬁl),...,x,(,")) untuk

=]

suatu x,[’) € E , i=1,2,.... Definisikan norma pada ¢," adalah

"x”!] = > i ]| dengan x = (x,,....x,)e [] &, -
=1 =1

Pertama akan dibuktikan £," ruang bernorma

i). }ix”ll > 0,setiap x € [ [ £,
=1

Ambil xe ﬁEz sebarang, misalkan “xILl = zn:“xiul dengan x = (x,,....x, Je [ 1 £,
=1 =1

i=1

karena|lx,{| > 0, untuk setiap 7 maka iﬂx, | 20 . Jadi x| 20

[E

ii). lx|,, =0 jika dan hanya jika x = 0

(=>) |||, =0akan dibuktikan x = ¢
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il .= 0,untuk setiap 7 schingga x,=0 untuk setiap

- an, | =0, berlaku untuk |xJ,

=1,2,....n ataux = 0.

(=) x = O akan dibutiktikan ﬁx[L = i[h =0
1 11 ;
dari definisi 2.1.3. jika x =0 maka x| = 0 schingga
el = 2l =Ml +ll, +-+fxl, =0+ 0+ 0) =0
1=] )

i). o] . larix] , @suatu  skalar

Jex], Zl!ﬂx i ~Z#al Il —IQIZIIxI = leli+],,

iv)., ey, < "x”!. + |'Ly1|£‘ untuk semua x, v ¢ ﬁE,

=1

Ambil x,y e [n] E, maka |x+ y|, = Zﬂ: Ik, + 3, . Schingga diperolch
=1 r=1

o

= Z el bl )= el bl =, b

karena |1.1|L memenuhi sifat (7), (), (;#7), dan (") maka

|, = Zn:”x'” dengan x = (x,,...,x, ) € HF adalah norma untuk ¢,”

Selanjutnya akan ditunjukkan £," lengkap. Misalkan (x,.) sebarang barisan

Cauchy di ¢," dengan x,,= (g l(”’),é’ 2("’),...). (x,n} Cauchy maka untuk sebarang £ > O terdapat
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N sehingga untuk semua nm > N berlaku |[x, - x,{, = i”(}m) —(1(”)“ <& . Setiap
I 1=1 4

i,m > N selanjutnya untuk j=1,2,... maka
”g’i(m) u.f;’j(")“ < £ setiap n,m > N ..(2.2.3).
J

Untuk suatu nilai ; yang tetap barisan ({ f",g Jm,...) adalah Cauchy schingga x, =¢ J{’")

konvergen. Misal J.("') — ¢, denganm — o x = (¢,¢p)  akan  dibuktikan
x € £," dan x,, — x. Dari ketaksamaan (2.2.3) jika # — o, maka

7 -¢) <& m>n (2.2.4).

x = (g’ff”’))e £, " terdapat K € R schingga ”C ;(m)f

[

< K_ untuk semua ;.
J

Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh

"{,’J l}} < ”C’J - Q'J('”)“j + “{f’"}”j <g+ K _,m>N maka (g,’J) barisan terbatas . Hal ini

menunjukkan bahwa x = (c,“ j)e ¢4," . Dari ketaksamaan (2.2.4) maka

I, = x| = i”‘g‘j("’} -¢ ,” < gsetiap m > N menunjukkan bahwa x_, — x,x,_, Cauchy
=1 /

maka ¢," lengkap. Karena ¢," merupakan ruang linear bernorma yang lengkap maka

£," adalah ruang Banach.

Contoh 2.2.8. £_* adalah pasangan terurut antara hasil kali cartesian dengan norma pada

£.", akan dibuktikan bahwa ¢ " adalah ruang Banach.

oy ¥

Repository University Of Riau

PERPUSTRKAAN UNIUVUERSITAS RIAU

http://repository.unri.ac.id/




Bukti: Secara matematis ditulis ¢7 (% )= [ﬁE],H" \ ] dengan
i=1 “

¢}

ﬁE =K - F :(x](’),...,x,(f))-...-(xf"),...,xf,")):(xil),...,x,(”J)-i-...-F(xil) ..... x,[,")) ,

untuk suatu x") e E,, i=1,2,.... Definisikan normanya adalah I, = sup|x,],,
151€n
x=(xy,...,%,) € li[ E,
=1

1). Ix{|, > 0,setiap x e ]E[E,
- il
Ambil x e []E, sebarang, misalkan |, = sup|x| -
i=1 15§8n
Karena ||| 2 0, untuk setiap / maka sup|x,| >0 . Jadi )xf, >0
1518n =

i). ”x”(n = (0 jika dan hanya jika x=0

(=) || ,_ = Oakan dibuktikan x =0

%], = suplx.], = sup ﬁfxl ”1""’”xn”n}: 0. Karena sup Ix,| = 0dan |x[| = 0 untuk sctiap
15150 ien

maka haruslah "x, “, = O sehingga x,=0, /=1,2,...,n ataux =0.

(<) x = 0 akan dibutiktikan Mthm =0

X

n

J

-

Dari definisi 2.1.3. jika x =0 maka {x| = 0. Jix”t’w = sup|lx,| = supf‘x]
1g:8nm
=supf0}=0
i) Jew],, = lelle], csuatn skalar

o], = supl, = suplaf) =l suple ]| = e,
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). et vl < i, + ], untik semua x, v e T 5,

1=1
Ambil x,ve li[E, sebarang maka |x+ y|,_= supfix, + y,| < supfx,| + supjy,|,
=1 1eren 14ign 1€isn
=, D, -
Karena |||, memenuhi sifat (i), (ii), (i), dan (iv) maka |x|, =sup|x,| , x=Cx1,-..,%n)
= ® agige :

e ] £, adalah norma untuk £_".

i=1
Selanjutnya akan ditunjukkan £_" lengkap. Misalkan (x,) sebarang barisan

Cauchy di £_. x,= ({1("’),4‘ 2(’"),...). (x,,) Cauchy maka untuk sebarang & > 0 terdapat N

sehingga berlaku {x, - x|, = IS;:,IE, lé’)("‘) _ é—}(n)“J < £ maka
M«,’j("’) ~§J(”]” <& setiap n,m> N ..(2.2.5).

untuk suatu nilai f yang tetap barisan (gf‘),g J(z),...) adalah Cauchy sehingga x,, = ¢ J("’)
konvergen. Misal ¢ JM - (, denganm-» 0 x= (¢)3¢,s-) akan  dibuktikan
xc f_danx, - x. Dan ketaksamaan (2.2.5) jika n -» o, maka

b J“ sem>N ...(2.2.6).

m

X, = ({_,’J(”’))e ¢ terdapat K_< R schingga “C j(”’J”J < K, untuk semua ;. Dengan

menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh

) + ”‘;J{ﬂ)li, <e+K_,m>N maka (C,) barisan terbatas. Hal ini

”(J“J < 'igj N gj(m)l

menunjukkan  bahwa x= (4’ j)g ¢ . Dari  ketaksamaan (2.2.6) maka
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”xm - x“ = sup }4,’](’") -, “ < £setiap m > N menunjukkan bahwa x, — x,x, Cauchy
1< y<n ]

maka £_. Karena £_" merupakan ruang linear bernorma yang lengkap maka £ " adalah

ruang Banach.

2.3. Tersambung dan Kempak

Konsep dan sifat dari himpunan kompak banyak dibicarakan dalam berbagai buku
analisis dan topologi antara lain Royden (1968) dan Munkres (1988).
Definisi 2.3.1. Misal X suatu himpunan. X dikatakan tersambung jika tidak terdapat

himpunan buka 4, B di X schingga X=4UB dan ANB=C.

Definisi 2.3.2. Misal X suatu himpunan. # ={4: Abuka} . Jika X C »# maka # disebut

selimut (cover) buka dart X . Jika terdapat A4,,...,4, schingga A QUA,. maka

1e]

ld

UA‘ disebut selimut buka berhingga dari X. X" dikatakan kompak bila setiap selimut buka

-1

dari X mempunyai subselimut berhingga.

Pada kenyataannya sulit menentukan bahwa suatu himpunan itu kompak. Untuk
itu berikut int di berikan teorema Heine-Borel, dalam Bartle (1994) yang memberikan
syarat perlu dan cukup suatu himpunan dikatalan kompak.

Teorema 2.3‘.3. K c RF,p=12, ... komp;k jika dan hanya jika K tertutup dan

terbatas
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Bukti: (=) Misal X suatu himpunan kompak akan ditunjukkan bahwa X tertutup dan

terbatas. Pertama akan ditunjukkan X tertutup ( dengan menunjukkan bahwa

komplemennya buka ). Misal x ¢ K kompolemen dari A ) dan untuk setiap m < N,
. . P ( 1
misalkan G,, suatu himpunan yang didefinisikan dengan G, = 21 yeR? v af> ;.

m

Maka setiap himpunan G,, , m € N buka di R . Selanjutnya gabungan dari semua
himpunan G,,, m ¢ N, memuat semua titik di R kacuali di x. kama x ¢ X, maka semua

titik di X adalah anggota suatu himpunan G,,. Karena X kompak maka terdapat A/ ¢ N

M
sehingga K < | JG, = G,,. Dengan demikian lingkungan {ze R? :||z- x| <ﬁ%}n’dak

m=1
memotong X. hal ini menunjukkan K buka, sehingga X tertutup di R”.
Selanjutnya akan ditunjukkan X terbatas di R® ( yaitu K C {xe R? : [« < r} untuk nilai r
cukup besar ). Untuk setiap m e N, missal A, suatu himpunan buka yang didefinisikan
dengan H, = {xe RP ;i< m} Semua ruang RP, p =1,2,... dan X termuat dalam

gabungan himpunan H, m < N. X kompak maka terdapat A/ € N sehingga

M
K c UH » = H,, Hal ini manunjukkan bahwa X terbatas.

m=1

( < ) K tertutup dan terbatas yang termuat dalam gabungan koieksi 5:7:{60} dari

himpunan buka di R®, maka akan ditunjukkan X kompak, vaitu K termuat dalam

gabungan suatu himpunan bilangan berhingga di g . Karena X terbatas, dengan batasan

sel tertutup 1, di R* . Misalkan 7, = §{x,...x, Jx,| < r.k = L..., p} untuk nilai 1 > 0.

Andaikan X tidak kompak, artinya X tidak termuat dalam gabungan sebarang himpunan

Repository University Of Riau
PERPUSTRKARND UNRIVERSITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/




&

19

bilangan berhingga di g . Karena itu, sedikitnya satu dari 2° sel tertutup yang dibentuk
dengan membagi stsi dari /; memuat titik dart X sehingga bagian dari X didalamnya tidak
termuat dalam gabungan sebarang himpunan bilangan berhingga di ¢ . Permasalahan ini
dapat dibagi menjadi dua kasus.

Kasus 1: Jika setiap 2" bagian dari K termuat dalam gabungan sebarang himpunan
bilangan berhingga di g , maka X akan termuat dalam suatu gabung sebarang himpunan
bilangan berhingga di . Hal in1 kontradiks1 dengan X tidak termuat dalam gabungan
sebarang himpunan bilangan berhingga di . Sehingga harustah X kompak.

Kasus 2. Misalkan /, adalah salah satu dari sel bagian dari sub divisi /; sehingga
himpunan tak kosong X {1/, tidak termuat dalam gabungan sebarang himpunan bilangan
berhingga di . Lanjutkan proses ini dengan membagi /, untuk memperoleh 2° sel
bagian tertutup dari /> dan misalkan /; adalah salah satu dari sel bagian sehingga

himpunan tak kosong KX {)/; tidak termuat dalam gabungan sebarang himpunan

bilangan berhingga di g, dan seterusnya. Dalam kasus ini di bentuk barisan bersarang
(nested sequenvcee) /, dari sel tak kosong. Berdasarkan sifat sel bersarang (nested cells)
terdapat titik y € /,, neN. Karena /, memuat titik-titik di K, maka y adalah titik cluster

dari K. Karena K tertutup maka yeK dan termuat dalam suatu himpunan buka G, di g.
Selanjutnya terdapat £ > 0 schingga semua titik w dengan [y — wj < £ adalah anggota

G Di sisi lan sel J,, K>2 terbentuk dengan membagi ssisi-sisi dari

o

I = {(xl,...,xn) Nx, e rj= 1,._.,p}, jadi panjang sisi /; adalah ¢. Selanjutnya karena w

€l maka |y - | rip . Karena itu jika K sangat besar maka e

i3 Sh3 < &, sehingga semua
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titik-titik di /; sebagai suatu himpunan tunggal G;, hal ini kontradiksi dengan
konstruksi /, sebagai snatu  himpunan sehingga K )/, tidak termuat dalam secbarang
himpunan bilangan berhingga di . Kontradiksi int menunjukkan bahwa K kompak .
Teoremaa 2.3.4. Setiap himpunan bagian tutup dari himpunan kompak adalah kompak

Bukti. Misalkan X kompak , F himpunan bagian tutup dari X, dan »~ suaiu scinonui buka

dari F. Maka # U {}"7’ } adalah selimut buka dari X dan karena X kompak maka terdapat

subselimut berhingga {,EJ,AI,...AR}, sehingga FU[OAIJQX' Karena Fﬂ{ﬁ}:@

i=]

"
maka F C [UA,- ] Ini berarti 7 kompak.

i=1

2.4. Kewujudan Bilangan Rendezvous di Ruang Banach

Lin (1997) mendefinisikan bilangan Rendezvous dari ruang metrik sebagai berilzt.

Definisi 2.4.1. Misalkan (X, d) ruang metrik terbatas, dengan X suatu himpunan dan J

metrik pada X. Bilangan real @ = a{X,d)>0 dikatakan bilangan Rendezvous dari X

jika untuk sebarang r» anggota bilangan asli M dan sebarang x),x;,..., x, (tidak perlu

. . 1&,
berbeda) di X, terdapat x anggota X sehingga —Zd(x,-,x) =
n

1=1

Sebelum membicarakan bilangan Rendezvous di ruang Banach, perlu ditunjukkan
kewwujudan bilangan Rendezvousnya supaya diketahui bahwa ruang tersebut benar
memtiliki bilangan Rendezvous. Hal ini dikarenakan tidak semua ruang Banach memiliki

bilangan Rendezvous.
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Berbicara mengenai  kewujudan bilangan Rendezvous, Gross (1964)
mengemukakan teorema sebagai berikut.
Teorema 2.4.2. Misal X ruang kompak dan tersambung dan o : X° — R fungsi kontinu
dan simetrik. Maka terdapat dengan tunggal bilangan « = a(X,d) yang memenuhi sifat
berikut: Untuk semua » ¢ N dan untuk semua x,,...,x, ¢ X terdapat y € X schingga

1~
—>d(x, y) = a dengan J merupakan metrik pada X.

=

Bukti : Dalam beberapa hal pada pembuktian teorema ini tidak ditulis secara mendetil,
tetapt ditulis secara langsung dengan merujuk pada buku dan artikel seperti Holmes

(1975) dan Nikaido (1954).

Misal F = UX " . F adalah kumpulan semua tupel-tupel terbatas yang terurut

n=1

dengan anggotanya adalah himpunan X. Jikax € X danf= (x,...,x, )& F. Ambil

X, f)= ’?de,x,), a; =1 inf{d(x, f): x e X}, danﬂf:sup{d(x,f):xeX}.

Klaim a, < B, dengan f,G € F. Misal f=(x,,...,xm)danG ={3,,...y,) Hal ini cukup

dengan menunjukkan bahwa untuk suatu /< » dan suatu j < m, dyf) < dx,G)

dengand(},,f -—ZZd() ) dand(x},G) sz(" ,y,). Karcna F  tak

J=11=1 1oy 1=l

kosong dan _e: & F maka d(ypx;) = d(x, V) dan

>3 dlrx,)=

=1 =1 =] j=1

n e m

. 1 1 .
d(x ” yj) sclanjutnya karena m > #» maka — < — sehingga
m n
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dy, f)= Sdle, v )=dlx,G) .41

Andaikan ketaksamaan 2.4.1 tidak benar maka d(y.f) > d(x,G) untuk semua s <

dan j<m, dyif)> d(x,G), maka

”m ”n "

~3 S dlx) >~

n ot e

> d(x, 5,

7=l =1

ni Zn:d(yi,xj) > mi id(xﬂy,)

1=t 1=1 =1 =1

ni diy,f) > mz’:l:d(xj,G)

1=l

sedangkan diketahui bahwa 33 d(y,,x,)=3" 3 d(x,,,) schingga diperolch n > m.

7=l i=l i=l j=1
Hal ini kontradiksi dengan m > n schingga haruslah  dy,f} < d(x;G), yang artinya

a,< f.

Selanjutnya akan ditunjukkan kewujudan dari a(X,d). Untuk suatu feF terdapat
pemetaan  x — d(xf) yang merupakan fungsi konfinu pada X. Karena A" kompak
berdasarkan teorema 2.3.3 maka X tertutup dan terbatas. Karena pemetaan x — d(xf)
kontinu, maka {d(xf) : xe X'} merupakan himpunan tutup dan terbatas, schingga «; dan
Bs berada di  d(x). Selanjutnya karepa oy < [y dengan fe F maka terdapat

1

(X

1=

a =—Yd(x, f) sehingga o, < & < 3, jadi kewujudan dari & didapatkan

—
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