DASAR-DASAR ALJABAR LINEAR

Dalam bab ini dipelajari topik-topik dalam aljabar linear yang akan diperlukan
untuk mempelajari isi buku ini. Pembahasan dimulai dari unsur dasar aljabar linear:
matriks dan vektor. Kemudian pengetahuan tentang matriks dan vektor digunakan
untuk mengembangkan prosedur sistematis dari metode Gauss-Jordan untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear, yang kemudian digunakan untuk mencari

invers matriks. Bab ini diakhiri dengan pengenalan determinan.

1.1 Matriks dan Vektor

Secara umum, sistem m persamaan linear dalam n variabel, x4, x5, ..., x,,, dapat
disusun ke dalam formulasi berikut:
allxl + alzxz + b + alnxn == bl

alel + azzxz + -+ a2nxn = bz (11)

Am1X1 + QaXe + - + ApnXn = by,
dengan simbol subskrip ganda a;; menyatakan koefisien yang muncul pada
persamaan ke-i dan melekat pada variabel ke-j x;, dan b; menyatakan suku konstan
atau ruas kanan pada persamaan ke-i.
Contoh 1.1 Sistem persamaan linear dua variabel diberikan sebagai berikut:

X1 — X, =5,

2x; —5x, = 1.
Matriks sebagai Array
Pada dasarnya ada tiga jenis “bahan” dalam sistem persamaan (1.1). Yang pertama
adalah himpunan koefisien a;j;yang kedua adalah himpunan variabel x4, x5, ..., x,,;

dan yang terakhir adalah himpunan konstanta b, b,, ..., b,,. Jika tiga himpunan
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disusun sebagai tiga array persegipanjang dan berturut-turut melabel

/a sebagai 4, x, dan b, maka diperoleh

a1 Q12 ot Qip X1 b,
Az1 QA = 4y X3 b

A= : : S lx= b= :2 1.2)
Am1  Am2 Amn Xn b,

1.2 Dari sistem persamaan linear
X1 —3x, +3x3 = —4
2x1 +3x, — x3 =15
4x; —3x, — x3 =19

tulis

1 -3

3 X1 —4
2 3 _1], =H b:[lsl.
4 -3 -1 X3 19

‘masing dari ketiga array yang diketahui di atas merupakan sebuah matriks.

A=

yuah matriks didefinisikan sebagai sebuah array persegipanjang dari
gan, parameter, atau variabel. Sebagai alat yang singkat, array dalam matriks

at ditulis lebih sederhana sebagai

A=lay] . i=L2.,m j=12.,n

sebagai Matriks Khusus
baris dan jumlah kolom dalam sebuah matriks bersama mendefinisikan

dari matriks tersebut. Sebagai contoh, A dikatakan berdimensi m X n.

ko'kasus khusus dimana m = n, matriks tersebut dinamakan matriks persegi.

uah matriks hanya memuat satu kolom (baris), matriks tersebut dinamakan
olom (baris). Untuk maksud notasi, vektor baris dibedakan dengan vektor

engan menggunakan tanda kurung biasa dan ditulis seperti berikut:
x = (xq,Xp, e, Xp)-

1 1.1 Sebuah vektor adalah sebuah n-tupel terurut dan karena itu dapat

rpretasikan sebagai titik dalam ruang berdimensi n.
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Dengan matriks yang didefinisikan pada (1.2), sistem persamaan (1.1) dapat
dinyatakan sebagai
Ax = b.
Namun, persamaan Ax = b menimbulkan sedikitnya dua pertanyaan. Bagaimana
cara mengalikan dua matriks 4 dan x? Apa yang dimaksud dengan persamaan Ax
dan b? Karena matriks melibatkan seluruh blok bilangan, operasi aljabar yang
sudah dikenal yang didefinisikan untuk bilangan tunggal tidak dapat diterapkan

secara langsung, dan diperlukan seperangkat aturan operasi baru.

1.2 Operasi Matriks
Kesamaan Dua Matriks
Dua matriks A = [a;;] dan B = [b;;] adalah sama jika dan hanya jika A dan B
memiliki dimensi atau ordo yang sama dan a;; = b;; untuk semua i = 1,2, ...,m,
j=12,..,n
Penjumlahan Matriks

A+ B = [a;] + [by] = [a;; + by,
yaitu, penjumlahan A dan B didefinisikan sebagai penjumlahan setiap pasangan
elemen yang berkorespondensi.
Catatan 1.2 Dua matriks dapat dijumlahkan jika dan hanya jika keduanya
memiliki dimensi yang sama.
Contoh 1.3

S R PR R
Contoh 1.4

[an a2 ‘113] + [bn by, b13] _ [an + b1 a2+ b1, ag3+ b3
Q1 Gz d23 by1 byy; by Az1+ by Gzp + by az3 + byl

Pengurangan Matriks
A — B didefinisikan oleh

[ai;] = [bi;] = [ai; — bys].



P E\ rrasi Matriks

1toh 1.5
18 2 5 71_1[13 =5
[1 —1]_[0 2]_[1 —3]'
Wllan Skalar
A = A[au] = [Aai]-],
altu, mengalikan sebuah matriks dengan sebuah bilangan adalah

nengalikan setiap elemen matriks itu dengan skalar yang diketahui.

zontoh 1.6
s ol=135 4
contoh 1.7
ey e ol =loan —an —ank
kalian Matriks

1

2tahui dua matriks Ay, dan B,y,, Syarat kesesuaian untuk perkalian AB
ah bahwa dimensi kolom dari A harus sama dengan dimensi baris dari B, yaitu,
I kali matriks AB akan terdefinisi jika dan hanya jika n = p. Jika terdefinisi,
i AB akan memiliki dimensi m x q. Hasil kali AB didefinisikan oleh

AB =C

n

Cij = Qizb1j + Qizbaj + - + Ainbpj = Z aj by
=1

toh 1.8

[a11 a12] byq b12] _ [a11b11 + ai2b31  ag1bgy + a12b22]

az1 Qz211by; by, Az1b11 + Azzb31  Az1b15 + az2b;;

1.9

; 3”_2 0]_[—_44:192 ég] 253 ég]

2 4ll3 5 -
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Contoh 1.10

T _ T _

u' = [uq,uy, ..., uy] dan v’ = [vy,v,, ..., 0],
n

u'v = wv +uv, + o Uy, = Euivi.
i=1

Ini bisa dijelaskan oleh penggunaan konsep hasil perkalian dalam dari dua vektor

udan v,
U V=uv + Uy + o+ uyv, = ulv.
Contoh 1.11
ai1 Q2 0 Qan X1
a=|"m e gan x = 2,
AGm1 Am2 *° Amn Xn
dimiliki
a11X1 + A%y + o+ A Xy
Ax = a2:1x1 + AypXy + 0+ Ay Xy ’
Am1X1 + QX + -+ Ay Xy
Contoh 1.12

Diketahui u = [g] danv” =[2 5 7], selanjutnya diperoleh

uvT:[4><2 4x5 4><7] [8 20 28].

3x2 3x5 3x7 6 15 21
Adalah penting untuk membedakan pengertian uu” (matriks dengan dimensi n x

n) dan uTu (sebuah matriks 1 x 1, atau sebuah skalar).

1.3 Ketergantungan Linear dari Vektor

Definisi 1.1 Himpunan vektor v,, v,, ..., v, dikatakan bergantung linear (linearly
dependent) jika dan hanya jika salah satu dari vektor tersebut dapat dinyatakan
sebagai kombinasi linear dari vektor lainnya; jika tidak vektor-vektor tersebut
dinamakan bebas linear.

Contoh 1.13 Tiga vektor

.



cum Komutatif, Asosiatif, dan Distributif

lah bergantung linear karena v; merupakan kombinasi linear dari v; dan v,,

V1 —2v; = [294] N [148] - [g] = Vs

191

enyatakan vektor nol.

1.14 Tiga vektor

v =[] v =[5 va =[]

ah bergantung linear karena v; merupakan kombinasi linear dari v, dan v;,
1 N 1
V1==Z-7D - V3.
1 2 2 2 3

Jefinisi yang ekivalen dari ketergantungan linear adalah sebuah himpunan m-

OF v, V5, ..., Uy, bergantung linear jika dan hanya jika terdapat himpunan skalar

L5, ..., An, tidak semuanya nol sedemikan sehingga

n
Z Aivi = 0.
i=1

berlaku hanya apabila A; = 0 untuk semua i, vektor-vektor ini dinamakan

near (linearly independent).

(Hukum Komutatif, Asosiatif, dan Distributif

cum Komutatif
A+B =B+ A.

'+ B = [ay] + [by] = [a;; + byy| = [bij + ayj] = [by;] + [a;] = B+ A.

um Asosiatif
(A+B)+C=A+ (B+C).
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Bukti:
(4+B) + € = ([ay] + [by]) + [eij] = [ay] + [bij] + [e]

= [ai; + by + cij] = [ay; + (byj + cij)]

= [ay] + ([by + ci]) = [ay] + ([bij] + [cis])

=A+ (B+0).
Perkalian Matriks

AB + BA.

Meskipun AB terdefinisi, BA bisa saja tidak; tetapi meskipun kedua perkalian
tersebut terdefinisi, AB = BA bisa saja tidak berlaku.
Contoh 1.15 Misalkan

a=[; ie=le 5l

Selanjutnya,

12 13
AB=[, 5c)
tetapi
_[-3 —4
BA=[30 Lol
Perkalian skalar dari matriks memenuhi humum komutatif,
kA = Ak,

jika k adalah sebuah skalar.
Hukum Asosiatif
(AB)C = A(BC)
dengan syarat A adalah matriksm X n,Bn X p,danC p X gq.
Hukum Distributif
A(B + C) = AB + AC [pra perkalian oleh A];
(B + C)A = BA + CA [pasca perkalian oleh 4].

1.5 Matriks lIdentitas dan Matriks Nol

Definisi 1.2 Matriks identitas adalah matriks persegi dengan satu pada diagonal

utama dan nol pada lainnya.



riks ldentitas dan Matriks Nol
iks identitas dinyatakan dengan I atau I,, dimana n menunjukkan dimensi

- memiliki sifat-sifat
Diketahui matriks A m x n, dimiliki I,,A = AI,, = A.

ApsnlnBrxp = (ADB = AB.

) Lk =1,

riks ldempoten
1 matriks dikatakan idempoten jika A4 = A.

\i s Nol
nol (null matriks), yang dinyatakan dengan 0, memainkan peranan sebagai

~

Aatrid
1 0. Matriks nol adalah matriks yang semua elemennya nol. Tidak seperti I,

nol tidak dibatasi sebagai matriks persegi. Matriks nol mematuhi aturan

25! berikut:
Arscn + Oxn = Amsxns
Amxnonxp = 0m><pi
04xmAmxn = Ogxn-
11.3
CD = CE tidak mengakibatkan bahwa D = E. Sebagai contoh, untuk
_[6 9 _[-3 -1 _[6 —4
C_[Z 3]’ D_[4 2]’ E_[—Z 4]’
diperoleh

CD = CE = [168 142]’

meskipun D # E.
Meskipun jika A dan B # 0, masih dapat dimiliki AB = 0.

1.16

Azi Z’] B=[1 -3
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1.6. Transpos dari Matriks

Transpos suatu matriks A adalah sebuah matrks yang diperoleh dengan cara saling
menukarkan baris dan kolom dari matriks A tersebut. Secara formal transpos suatu
matriks diberikan pada definisi berikut.

Definisi 1.3 Matriks B = [b;;]  dinamakan transpos dari matriks 4 = [a;;]

jika aj; = b;; untuk semua i = 1,2,...,n dan j =1,2,..,m. Biasanya transpos

dinyatakan oleh A’ atau AT.

Resep: Bagaimana cara mendapatkan transpos suatu matriks?

Transpos AT dari A diperoleh dengan membuat kolom dari A menjadi baris dari
AT,

Contoh 1.17 Untuk matriks

a=[; ¢ 7]

3 1
5 0].
-9 4

Jadi, dengan definisi, jika dimesnsi dari matriks A adalah m x n, maka dimensi

transposnya adalah

AT =

dari transposnya AT haruslah n x m.
Contoh 1.18 Untuk matriks

transposnya adalah

Definisi 1.4 (i)  Matriks A dikatakan simetris jika AT = A.
(i)  Matriks A dikatakan anti-simetris (atau skew-symmetric) jika
AT = -A.
(ili) Matriks A dikatakan ortogonal jika ATA = I.



yerasi Baris Elementer

-sifat Transpos

2) (AT = A.

(A+B)" =A" +B".
(aA)T = aAT.
(AB)" = B"A".

{cl) menyatakan bahwa transpos dari hasil kali adalah hasil kali transpos dalam

A terbalik.

Operasi Baris Elementer

baris elementer (OBE) melakukan transformasi sebuah matriks A yang

li matriks baru A" melalui salah satu dari operasi berikut:

JBE Jenis 1: A’ diperoleh dengan mengalikan sebarang baris dari A dengan

)uah skalar tidak nol. Sebagai contoh, jika

1 4 3 2
A=1345]

31 2 0

naka dengan OBE Jenis 1, baris 3 dikalikan dengan 2 menghasilkan

x
\

h

A =|1 3 4 5

6 2 4 0
3E Jenis 2: Dimulai dengan mengalikan sebarang baris dari A (katakanlah,

1432]

'is i) dengan skalar tidak nol a. Untuk beberapa j # i, misalkan baris j dari
= a (baris i dari A) + baris j dari 4, dan misalkan baris yang lain dari
sama dengan baris A.

Sebagai contoh, baris 3 dari A diganti dengan 3 ( baris 1 dari A) +
ris 3 dari A, sehingga baris 3 dari A’ menjadi

3[1 4 3 2]+[3 1 2 0]=[6 13 11 6]

1 4 3 2
A =1 3 4 5].
6 13 11 6

JE Jenis 3: Saling menukarkan sebarang dua baris dari A. Sebagai contoh,

aris 1 dan 3 dari A4 saling dipertukarkan sehingga diperoleh
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31 2 0
A=|1 3 4 5|
1 4 3 2

OBE Jenis 1 dan 2 memformalisasikan operasi yang digunakan untuk
menyelesaikan sistem persamaan linear. Menyelesaikan sistem persamaan linear

x1 + .xz = 3
3x; + 5x, =10 (13)

dilakukan sebagai berikut. Pertama ganti persamaan kedua pada (1.3) dengan
—3(persamaan pertama pada (1.3)) + persamaan kedua pada (1.3). Ini
menghasilkan sistem linear berikut:

X1+ x, =3

2x2 = 1 (14)

Kemudian kalikan persamaan kedua pada (1.4) dengan % yang menghasilkan

sistem

x1+ x2:3

(1.5)

Xy =

N| -

Terakhir, ganti persamaan pertama pada (1.5) dengan —1(persamaan kedua pada
(1.5)) + persamaan pertama pada (1.5). Ini menghasilkan sistem

X, =
(1.6)

x2=

N =N Ul

Sistem (1.6) memiliki solusi tunggal x; =§ dan x, = % Sistem (1.3), (1.4),

(1.5), dan (1.6) adalah ekuivalen dalam hal mereka memiliki himpunan solusi yang
sama. Ini berarti bahwa x; =§ dan x, = % juga merupakan solusi tunggal dari
sistem asal, (1.3).

Jika (1.3) dilihat dalam bentuk matriks yang diperluas [A | b], tampak bahwa
langkah-langkah yang digunakan untuk menyelesaikan (1.3) dapat dipandang
sebagai OBE Jenis 1 dan Jenis 2 yang diterapkan ke A|b. Mulailah dengan versi

matriks yang diperluas dari (1.3), yaitu

A 03



stode Gauss-Jordan

g lakukan OBE Jenis 2 dengan mengganti baris 2 dari (1.3") dengan

risldari (1.3")) + baris 2 dari (1.3"). Hasilnya adalah

[0 211] a4)

rkorespondensi dengan (1.4). Selanjutnya, kalikan baris 2 dari (1.4")

% (OBE Jenis 1), yang menghasilkan

1 1
0 1

rkorespondensi dengan (1.5). Terakhir, lakukan OBE Jenis 2 dengan
nti baris 1 dari (1.5") dengan —1(baris 2 dari (1.5")) + baris 1 dari (1.5").

3
1] (1.5
2

ya adalah

1 0 ,
0 1 (1.6")

Nlr NN

berkorespondensi dengan (1.6). Dengan menerjemahkan kembali (1.6") ke

stem linear diperoleh sistem x; = gdan Xy = % yang identik dengan (1.6).

letode Gauss-Jordan

hasan pada bagian sebelumnya menunjukkan bahwa jika matriks A'|b’

dari A|b melalui OBE, maka sistem Ax =b dan A'x = b’ adalah
n. Jadi, setiap urutan OBE yang dilakukan pada matriks yang diperluas A|b
rkorespondensi dengan sistem Ax = b akan menghasilkan sistem linear

uivalen.

ietode Gauss-Jordan menyelesaikan sistem persamaan linear dengan

D

aatkan OBE dalam bentuk yang sistematis. Metode ini diilustrasikan
mencari solusi dari sistem linear berikut:
2x1 + 5%, +2x3 =7
X1+ 3%, +2x3 =2 (1.7)
2%y +7xy +7x3 = -1

ntasi matriks yang diperluas adalah
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2 5 217
Ab=|1 3 2|2 (1.8)
2 7 71-1

Penerapan metode Gauss-Jordan mengikuti urutan OBE berikut:

Langkah 1 Kalikan baris 1 dari (1.8) dengan % OBE Jenis 1 ini menghasilkan

12 1
A1lby =11 3 2| 2
2 7 71-1

Langkah 2 Ganti baris 2 dari A,|b, dengan —1(baris 1 dari A,|b;) + baris 2
dari A4|b,. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 2 1|2
2 2
2 7 71-1

Langkah 3 Ganti baris 3 dari A, |b, dengan —2(baris 1 dari A,|b,) + baris 3
dari A,|b,. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

R
2 2
0 2 51-8

Langkah 4 Kalikan baris 2 dari A;|b; dengan 2. OBE Jenis 1 ini

menghasilkan
7

17 13
Aglba=1¢9 1 2|=3|
0 2 51-8

Langkah 5 Ganti baris 3 dari A4|b, dengan —2(baris 2 dari A,|b,) + baris 3
dari A4|b,. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

4

7

R
Aslbs =10 1 2|-3|
0 0 11-=2
Langkah 6 Ganti baris 1 dari A5|bs dengan —g(baris 2 dari As|bs) + baris

1 dari As|bs. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah
1 0 —4
Ag|bg = [0 1 2
0 0 1

11
_3].
-2



stode Gauss-Jordan

h7 Ganti baris 2 dari Ag|bg dengan —2 (baris 3 dari Ag|bg) + baris
l¢|be. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 0 —4]11
A, b, =10 1 0 |1 |
00 1 1-2

gkah 8 Ganti baris 1 dari A;|b-, dengan —4 (baris 3 dari A-,|b-) + baris

l,|b. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 0 0
Aglbg =10 1 0
0 01

1lempresentasikan sistem persamaan

3

1 |

-2
X1 =3

X, =1 (1.9)
X3 = —2.
9) memiliki solusi tunggal x; = 3, x, = 1, dan x; = —2. Karena (1.9)
h dari (1.8) melalui OBE, solusi tunggal untuk (1.8) mestilah x; = 3, x, =
s = —2.

m Linear Tidak Memiliki Solusi

rt solusi dari sistem linear berikut dengan metode Gauss-Jordan:

2x1 + 3x2 = 4‘

4‘x1 + 6x2 = 9 (110)

Gauss-Jordan diterapkan ke matriks

=[5 ¢l

nti baris 2 dari A|b dengan —2 (baris 1 dari A|b) + baris 1 dari A|b

fiasilkan OBE Jenis 2 berikut:

S g |‘1‘] (1.11)

<edua dari (1.11) akan ditransformasi menjadi

2}

1i tidak mungkin. Sistem (1.11) ekuivalen dengan sistem persamaan
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le + 3.x2 = 4‘ '
0xq; + 0x, = 1. (1119
Berapapun nilai yang diberikan untuk x; dan x,, persamaan kedua pada (1.11")
tidak pernah dapat dipenuhi. Jadi, (1.11") tidak memiliki solusi. Karena (1.11")

diperoleh dari (1.10) dengan menggunakan OBE, (1.10) juga tidak memiliki solusi.

Sistem Linear Memiliki Jumlah Solusi Tidak Berhingga
Dicari solusi dari sistem linear berikut dengan metode Gauss-Jordan:
X1+ X+ x3=7
3x; — 2%, — x3=4 (1.12)
X1 + 6x5 + 5x3 = 24
Bentuk matriks yang diperluas dari (1.12) adalah

1 1 117
Alb=(3 -2 -11]4 |
1 6 5 124

Dimulai dengan mengganti baris 2 dari A|b dengan —3(baris 1 dari A|b ) + baris
2 dari A|b. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 1 117
Alby=|0 -5 —4|-17]|.
1 6 5124

Selanjutnya ganti baris 3 dari A, |b; dengan —1(baris 1 dari A,|b,) + baris 3 dari
A, |b;. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 1 17
A, lb,=[0 -5 —-4|-17]|
0 5 4|17

Kemudian ganti baris 3 dari A,|b, dengan 1(baris 2 dari A,|b,) + baris 3 dari
A, |b,. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1 1 117
A3|b3=!0 -5 —4 —17].
o 0o olo

Selanjutnya ganti baris 1 dari A;|b3 dengan é (baris 2 dari A3|b3) + baris 1 dari

A3|b. Hasil dari OBE Jenis 2 ini adalah

1o = |2
5 | 5

Aglba =10 _5 —a|-17|
o 0o olo



sers dari Matriks

g kalikan baris 2 dari A,|b, dengan —é. OBE Jenis 1 ini menghasilkan

10 +|8
515
Aslbs =g 1 2|17|. (1.13)
515
00 o0lo

cetiga dari Ag|bs akan ditransformasi menjadi

i

)i tidak mungkin. Sistem linear yang berkorespondensi dengan As|bs

18

X + Sag =T (1.14)
Xz 23 = (1.15)
0x; +0x, + 0x3 =0 (1.16)

atkan diambil sebarang nilai k untuk x4, lantas (1.14) akan terpenuhi jika k +

z % atau x; = —5k + 18. Dengan cara yang sama, (1.15) akan terpenuhi

F §x3 = % atau x, + %(—Sk +18) = % atau x, = 4k — 11. Tentu saja
<an terpenuhi untuk sebarang nilai x;, x,, dan x5. Jadi untuk sebarang nilai
at x; =k, x, =4k —11, dan x3 = —5k + 18. Jadi, (1.13) memiliki
solusi yang tidak berhingga — satu untuk setiap bilangan k. Karena (1.13)
h dari (1.12) melalui OBE, (1.12) juga memiliki jumlah solusi yang tidak

Ja.

Invers dari Matriks

dan Sifat-sifatnya

natriks persegi A yang diketahui, AT selalu bisa didapatkan. Sebaliknya,

ks inversnya bisa ada atau bisa tidak ada.

1.5 Suatu matriks, dinyatakan oleh A~1, adalah invers dari A jika syarat-

arikut dipenuhi:
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(1) A adalah matriks perseqi,
(2) AA™1=A4"14=1
Catatan 1.3 Pernyataan berikut adalah benar:

(1) Tidak setiap matriks persegi memiliki invers. Kepersegian adalah
syarat perlu tetapi bukan syarat cukup bagi keberadaan sebuah invers.
Jika matriks persegi A memiliki invers, A dinamakan nonsingular. Jika
A tidak memiliki invers, A dinamakan matriks singular.

(2) Jika A nonsingular, maka A dan A~! adalah saling invers satu sama
lain, yaitu (A"1)"1 = A.

(3) Jika A adalah n x n, maka A1 jugan X n.

(4) Invers dari A adalah tunggal.

Bukti: Misalkan B dan C keduanya invers dari A. Lalu
B =Bl =BAC=1IC=_C.

(5) AA~! = I mengakibatkan A=A = I.

Bukti: Perlu ditunjukkan bahwa jika AA~! =1, dan jika terdapat
matriks B sedemikian sehingga BA = I, maka B = A~1. Dengan
pasca perkalian kedua ruas BA = I oleh A~ didapat BAA™! = A~

dan oleh karena itu B = A~ 1.

Contoh 1.19 Misalkan

31

1 —
0 2 o 3]

| danB=2]

A:[ 2l 31

Kemudian

—111 1
=[5 Sllo 515=[ ¢lg=lo i
Jadi, B adalah invers dari A.

(6) Anggaplah bahwa B dan A matriks nonsingular dengan dimensi n X n.
(@ (AB)"'=B7'A"",
(b) (A")~t=(@"H".



vers dari Matriks

5 Invers dan Solusi Sistem Persamaan Linear

an konsep matriks invers untuk solusi sistem persamaan linear simultan

f seketika dan langsung. Pertimbangkan sistem linear Ax = b yang memiliki

>fsamaan dan m variabel. Jika A matriks nonsingular, maka praperkalian kedua

A

= b dengan A~! menghasilkan
A 1Ax=A"1b
atau I,x=A"'b
atau x=A"1h.

= A~1b adalah solusi dari Ax = b dan solusi adalah tunggal karena A1

nggaplah invers dari matriks

1 2
A=l
:ari. Ini memerlukan pencarian sebuah matriks
[all a12]
az1 Qzz
nemenuhi
[é E][Zli 32§]=[$ 2] (1.17)

persamaan (1.17) diperoleh pasangan persamaan simultan berikut yang

emenuhi a4, @y, a1, dan a,,:

1 R e P R
tuk mendapatkan
o}

ylom pertama dari A~1, metode Gauss-Jordan dapat diimplementasikan

[5 slol

JBE telah mentransformasikan
[1 2
3 5

) matriks yang diperluas
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menjadi I,,
o]

akan telah ditrasformasikan menjadi kolom pertama dari A=1. Untuk menentukan

a2
[azz]’
yaitu kolom kedua dari A=, OBE diterapkan terhadap matriks yang diperluas
1 2 | 0]
3 51171
Apabila
1 2]
3 5

telah diubah menjadi I,,

H
akan telah ditrasformasikan menjadi kolom kedua dari A~!. Jadi, untuk
mendapatkan setiap kolom dari A1, serangkaian OBE harus dilakukan yang
mengubah

1 2]

3 5
menjadi I,. Ini menunjukkan bahwa A~ dapat ditemukan dengan menerapkan

OBE terhadap matriks 2 x 4 berikut:

an =t 2|2 9]

3 510 1
Jadi, seraya A diubah menjadi I, I, diubah menjadi A~1. Komputasi untuk

mendapatkan adalah sebagai berikut:
Langkah 1 Ganti baris 2 dari A|I, dengan —3 (baris 1 dari A|I,) + baris 2

dari A|I,. Ini menghasilkan
ny — 1 2 1 0
A“Z‘[o -1 |—3 1]'
Langkah 2 Kalikan baris 2 dari A’|I’, dengan —1 sehingga didapat
myprr 1 2 1 0
A|12—[0 1|3 —1]'
Langkah 3 Ganti baris 1 dari A" |I; dengan —2 (baris 2 dari A"'|I3) + baris

1 dari A"”|I5. Ini menghasilkan



Vi

sers dari Matriks

A”’|I’2”=[1 01-5 2 ]

0 113 -1

na A telah ditransformasi menjadi I,, I, telah ditransformasi menjadi A1,

a=7 2

ks Yang Tidak Memiliki Invers

‘apa matriks bias saja tidak memiliki invers. Sebagai contoh, akan dicari

w

O
<»3

0
LV

i
JU

ari matriks
Az[; Z] (1.18)
metode Gauss-Jordan digunakan untuk menyelesaikan bentuk matriks
)erluas
[1 3 |1 0
2 610 1
h
[1 311 0_
0 01-2 1

Gauss-Jordan mentransformasi A menjadi matriks dengan nilai nol pada

ang di bawah. Ini menunjukkan bahwa (1.18) tidak mempunyai invers.

gunakan Invers Matriks untuk Menyelesaikan Sistem Linear

yang dinyatakan sebelumnya, invers matriks dapat digunakan untuk
isaikan sistem linear Ax = b yang memiliki jumlah variabel dan jumlah

an sama banyak. Kalikan saja kedua ruas dari Ax = b dengan A~ untuk

)dapatkan solusi x = A~1b. Sebagai contoh, untuk menyelesaikan

xl + 2x2 = 3

3x1 + 5x2 =7 (119)
ituk matriks dari (1.19) sebagai berikut:

1 211%11 _ [3

5 sllal=1] (1.20)
n

_1r 2

A= [3 5]'

>lumnya telah diperoleh bahwa
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a” = [_35 —21]

Mengalikan kedua ruas dari (1.20) dengan A~* didapat
5 Al dlal=5 AlF
(=121

Jadi, x; = —1 dan x, = 2 adalah solusi tunggal untuk sistem (1.19).

1.10 Determinan

Determinan dari matriks persegi A, dinyatakan oleh |A|, adalah skalar yang
terdefinisi dengan tunggal yang berhubungan denganmatriks itu. Determinan hanya
terdefinisi untuk matriks persegi. Untuk matriks 2 x 2

_[all alZ]
az1 Azl

determinannya didefinisikan sebagai berikut:

ai1 Q2

A =|
|l az1 Ay

| = Aq1022 — A12021-
Melihat dimensi dari matriks A, |A| sebagaimana didefinisikan di atas dinamakan
determinan orde dua.

Contoh 1.20 Diketahui matriks

_[10 4
A= [ A 5].
Lantas, determinan dari matriks A4 adalah

=y §=10-5-4-8=50-32=18

Menghitung Determinan Orde n dengan Ekspansi Laplace

Minoelemen a;; dari determinan |A[, dinyatakan dengan |Al-j|, dapat diperoleh
dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-j dari determinan |A4|. Sebagai contoh,
untuk determinan orde tiga minor dari a4, a;, dan a, 3 berturut-turut adalah

a1 dzs
|»|A12|=| |'|A13|=|

asz1 dass

az2 dzs

az1 azzl
az; dAszj '

A :|
|Aq4] Qa1 sy



sterminan

<onsep yang berhubungan erat dengan minor adalah konsep kofaktor. Sebuah
kior, dinyatakan oleh C;;, adalah sebuah minor dengan tanda aljabar yang
niukan melekat padanya. Secara formal kofaktor didefinisikan oleh

o= ot = (o e
jengan menggunakan konsep baru ini, determinan orde tiga dapat dinyatakan

ebada

|Al = aj1]A11| — a12|As2] + ag3]A43]

= ay1|C11] + a12|Coz| + aq31Cy3l.

ikspansi Laplace determinan orde tiga berfungsi untuk mengurangi masalah
ohitung ke salah satu menghitung determinan orde dua tertentu saja. Secara
i, ekspansi Laplace determinan orde n akan mengurangi masalah menghitung
itu n kofaktor, masing-masing darinya berorde n — 1, dan penerapan
llang dari proses secara metodologik akan mengarah kepada orde determinan
3-semakin rendah. Selanjutnya nilai determinan asal dengan mudah dapat
{tg.
secara formal, nilai |A| orde n dapat dicari dengan ekspansi Laplace dari

irang baris atau sebarang kolom sebagai berikut:

n

|| = Z aij |Cij| [ekspansi dengan baris ke i]
j=i
n
= Z a;; |Cijl [ekspansi dengan kolom ke j].

i=i
1toh 1.21 Untuk menunjukkan penggunaan metode ekspansi Laplace ini akan
5 6 1
2 3 4.

7 =3 2
rminan A diperluas dengan menggunakan kofaktor baris 1. Perhatikan bahwa

ri determinan dari

A=

=5, a4, = 6,dan a;3 = 1. Juga
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_|3 4_ —4(—3) =
Al =], 2|_3(2) 4(-3) = 18.
12 A oo

Al = |5 5] =22 - 4(7) = —24.
—12 3 |=o_3)— - _
sl = |5 2 =2(-=3)-3(1) = -27,

Selanjutnya,
|A| = (—1)1+1a11|A11| + (—1)1+2‘112|A12| + (—1)1+1a13|A13|
= (D(G)(18) + (=D(6)(=24) + (D(1)(-27) = 207.

Meskipun |A| dapat diekspansi oleh sebarang baris atau sebarang kolom,
sebagai pertimbangan kalkulasi numeris, baris atau kolom dengan jumlah elemen
1 atau O terbanyak lebih disukai untuk tujuan ini, karena 0 kali kofaktornya adalah
0. Perhatikan contoh berikut.

Contoh 1.22 Untuk menghitung

5 6 1
lAl=1{2 3 of
7 -3 0

cara termudah untuk mengekspansi determinan adalah dengan menggunakan

kofaktor kolom 3 yang terdiri dari a;3 = 1, ay3 = 0, dan a3; = 0. Jadi,

2 3
4] = (D agslAyl = OO, [ =-6-21=-27.

Soal-Soal Latihan

1. Gunakan matriks untuk merepresentasikan sistem persamaan berikut dalam dua
acara yang berbeda:
X1+ Xp+x3=6
3xq + 2x, =5
2xq +x3 = 5.
Tentukanlah apakah masing-masing himpunan vektor pada soal nomor 2 dan
nomor 3 bebas linear atau bergantung linear.
2. V={[1 o 1][1 2 1][2 2 2]}
3. V={[2 1 o],[1 2 o0][3 3 1]}



al-Soal Latihan

n metode Gauss-Jordan untuk menentukan apakah masing-masing sistem

i pada soal nomor 4 sampai nomor 7 tidak memiliki solusi, memiliki solusi

Bx

atau memiliki jumlah solusi tidak berhingga. Tentukan solusi tersebut jika

- Xy +x4:3
x2+x3 =4

-2x, +x3+x4 = 8.

- Xyt x, =4
‘sz :6
+ x2=1
+ x2=3
+2x2=4—.
- Xy =3
xZ+X3:3
'2x2+X3:5.

lah A~ (jika ianya ada) dengan menggunakan metode Gauss-Jordan untuk

riks

1 0 1
A=|4 1 -=-2|
31 -1

lakan jawaban soal nomor 8 untuk menyelesaikan sistem linear berikut:
xq + x3 =3
4x1 +x, —2x3=0
3%y +x,— x3=2.
jukkanlah bahwa matriks persegi memiliki invers jika dan hanya jika baris-

snya membentuk himpunan vector yang bebas linear.
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