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ABSTRACT

discusses the determinant of interval matrices using the modified Crout’s
le operation used is a combination of several arithmetic properties of the
rations. The demonstration shows that the determinant of the interval

ng this method has a shorter interval value than the existing methods.

is a review of the writings of Nirmala and Ganesan [Journal of Physics,
, 1-11].

ts: Interval arithmetic, interval matrix, determinant, Crout’s method

ABSTRAK

membahas determinan matriks interval dengan menggunakan metode
dimodifikasi. Sifat operasi yang dipakai merupakan gabungan dari
ifat aritmatika operasi interval. Contoh demonstrasi menunjukkan
determinan matriks interval menggunakan metode ini mempunyai nilai
ng lebih pendek dari pada metode yang telah ada.  Artikel ini
review dari tulisan Nirmala dan Ganesan [Journal of Physics, 1000

11].

-

Aritmatika interval, matriks interval, determinan, metode Crout

1. PENDAHULUAN

sian saat melakukan suatu perhitungan dalam kehidupan sehari-hari
suatu hal yang tidak dapat dihindari. Ketidakpastian ini bisa
pengukuran yang tidak akurat atau kesalahan dalam komputasi.
1 bilangan interval dalam perhitungan dapat menjadi salah satu solusi
dn untuk digunakan agar memperoleh hasil yang lebih baik.




merupakan suatu himpunan bagian dari bilangan real berupa pasangan
1g memenuhi pertidaksamaan tertentu. Goldsztejn dan Chabert [5]

11 bahwa I(R) = {a@ = [a1,a2] : a1 < ay dan ay,ay € R} adalah interval

vper) dan I(R) = {a@ = [a1,as] : a1 > ag dan a1, as € R} adalah interval

(improper).  Gabungan keduanya disebut degenerasi interval yaitu

= {a = [a1,az] : a1,ay € R} jika a1 = ay = a maka a = [a, a] dengan a

langan real.  Titik tengah (mid-point) dan radius (half-width) dari

erval @ = [ay, ay] didefinisikan dalam [8] yaitu m(a) = (a; + az)/2 dan
—ay)/2.

interval yang diterapkan dalam bentuk matriks berupa matriks
Tatriks sering muncul sebagai tabel data numerik yang muncul dari
1 fisik, tetapi juga muncul dalam berbagai konteks matematika [2, h.
ungan matriks dapat digunakan untuk mencari solusi suatu sistem
linear, determinan matriks, dan juga invers matriks. Menentukan
matriks merupakan hal yang sangat penting dalam menyelesaikan
an suatu matriks. Banyak cara yang bisa digunakan untuk menentukan
seperti metode Sarrus, reduksi baris, metode ekspansi kofaktor,
o, dan dengan menggunakan dekomposisi-LU.

osisi-LU adalah pemfaktoran matriks koefisien menjadi dua buah

vaitu matriks segitiga bawah (lower triangular) yang biasa disebut

triks L dan matriks segitiga atas (upper triangular) yang disebut

ntriks U yang memenuhi A=LU. Dalam mendekomposisi suatu matriks

atriks segitiga bawah L dan atau matriks segitiga atas U dapat

wlkan metode Doolittle, metode Cholesky, dan metode Crout. Metode

1akan dalam mendekomposisi suatu matriks untuk memperoleh elemen
ama matriks segitiga atas U bernilai satu dan elemen lainnya bernilai

ini  menjelaskan tentang determinan matriks interval dengan
wn metode Crout yang telah dimodifikasi pada dekomposisi-LU dalam
melakukan penggabungan aritmatika interval untuk memperoleh nilai
1ig lebih pendek. Pada Bagian 2 dijelaskan aritmatika interval yang

Kemudian pada Bagian 3 yaitu menentukan determinan matriks
igan metode Crout yang dimodifikasi. Bagian 4 merupakan penutup

simpulan pembahasan.

2. OPERASI ARITMATIKA INTERVAL

n ini dibahas operasi aritmatika yang digunakan dalam perhitungan
matriks interval. Operasi aritmatika interval yang digunakan untuk
| determinan matriks interval dengan menggunakan metode Crout yang
- adalah penggabungan dari aritmatika interval dan artimatika interval
operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian, pembagian serta
alar dari penulis yang berbeda. Aritmatika yang digunakan adalah
kut:
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mlahan menggunakan aritmatika interval yang dikemukakan dalam [1],
, [7], dan [10], yaitu

C~l+l~): [a1+b1,a2+bg].

purangan menggunakan aritmatika interval baru yang dikemukakan dalam

aitu B
aOb= [Gbaz] - [51,52] = [&1 —by,a3 — 52]-

alian menggunakan aritmatika interval baru yang dikemukakan dalam [4],

, dan [11], dengan menghitung titik tengah (mid-point) sebagai berikut:

@ ® b= [a1, az][br, ba] = [(m(@)m(b)) — k, (m(a)m(b)) + K],

gon k = min{(m(a)m(b)) — o, f — (m(@)m(b))},
min{a, b1, aiby, azby, azbs}, dan B = max{aiby, aibs, azby, azbs}.

nbagian menggunakan aritmatika interval baru yang dikemukakan dalam

aitu

’[—O0,00] alzagzo,bl :bQZO,

[0,0] a; = a9 = 07 (bl 7é 0 atau b2 7é 0),
unde fined (Jz # 0,z € a),by = by =0,
unde fined (0 ¢ a,0 € b),

a; Qs
i — >0, >0
_b17b2:| a; =2 YU, 01 ;
0,@} ay = 0,by =0,
- b2
alan a1<0<a27b1>07
bo " by
)@ e <0,b, >0 M

-b27b1 as y V1 )
B0l ay=0,b =0,
[0 ]

a® (—=b) by <0,
a; Qs

>0,b; <0<b
_b27b2_ a =2 Y,0 2
a; a . as a

-max{_b—;,b—f},mm{b—j,bf}} a1 <0 <asg, b <0<by,
Ao a7
— <0,b; <0 < by.

\ b17b1 a2 >~ U, 01 2
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kalian skalar yang dikemukakan dalam [4], [8], [9], dan [11], yaitu

. Aai, Aas|, untuk A > 0,
Aa =
| [Aag, Aay], untuk X <0,

n A merupakan skalar bilangan real.

nya kasus khusus jika salah satu intervalnya bernilai 0 = [0, 0], misalkan
1a buah bilangan interval @ = [a;, as] dan b = [0, 0], maka diperoleh

a-b=10,0]. (2)

wn dibahas untuk sebarang interval @ ditunjukkan bahwa a/a = 1 = [1, 1]
iggunakan persamaan (1) dalam beberapa kasus, yaitu
nisalkan diberikan bilangan interval a = [a, as] dengan a; > 0, maka

z: a1, a0] _ [27@] = [1,1)].
a |ai,as) ap ag
nisalkan diberikan bilangan interval @ = [a;, as] dengan a; < 0 < aq,

bleh

Q|

. a1, as)] N ap Qg . Qg Gy
= = |maxq —,— p,Mmin{q —, — ,
[ab@z] G2 Q1 Az Gy

ernilai negatif, maka untuk batas kiri interval yaitu max{a;/as,as/a;}
wegatif dan  tak  bernilai 1  sehingga [max{ai/as,as/a;},

1 /art] # [1,1].
nisalkan diberikan bilangan interval a = [a1, as] dengan a; = 0, maka
a [Oa (1,2] as
N e
1misalkan diberikan bilangan interval @ = [ay, as] dengan ay = 0, maka
a ~ ~ [a’lu CLQ] [a17 O]
- = Q @ —a) = = s
a (=a) lag,a1] [0, a4]
diperoleh
[a‘17 0] _ |:ﬂ £:|
[07a1] ar’ ay |’

ada interval [aq, 0] bernilai negatif, maka untuk batas kiri interval yaitu




dan 0/a; = 0 sehingga [a1/a1,0/a;] = [—1,0] # [1,1].
nisalkan diberikan bilangan interval a = [aq, as] dengan as < 0, maka

ISHIRsY

diperoleh

a1, as]
[az, ai]

ay G2
= |—H 1>
Gz Qi

val a1, as] bernilai negatif dan [ag, a;] bernilai positif, maka a;/as < 0

- 0 sehingga [a1/as, az/a1] # [1,1]. .
-ena itu, dapat disimpulkan bahwa a/a = 1 = [1,1] hanya jika a; > 0

A bernilai positif.

3. DETERMINAN MATRIKS INTERVAL DENGAN
GUNAKAN METODE CROUT YANG DIMODIFIKASI

a metode Crout yang telah dimodifikasi dalam Nirmala dan Ganesan [9]
bagal berikut:

matriks interval berukuran 4 x 4, sedemikian hingga

ajp a2
21 Q22
az1 a3z
a41 Q42

N
|

R

?

Qz

unsur aq; bernilai 1

v |

lengan 1 © a4,

A=1U,
a13 Q14
C~L23 C~l24 : 1;:
a33 Aa34
(43 Q44
1 ~~12 U3 Ugs
o O } ﬂgg 1124
o 0 0 1 Uy
0 0 0 1
= [1.1]

a31
Q41

411
l~21
It
l41

0 0 0
ly 0 0
l~32 l~33 ~6
lyo lyz lag

dengan mengalikan baris pertama matriks

a12

a1
22
a3z
42

a3

a11

23
33
Q43

14
a1
24
a34
(44




ama matriks L = (ZU) dibawah a;; = 1 tetap seperti matriks pada

an (3), yaitu I = a1, untuk ¢ = 2, 3,4

1 0 0 0
7 o1 b 0 0
L=\| = > - N
asi sz I3z 0
agy lao lyz lua
‘tama matriks U = (w;;) setelah a; = 1 tetap seperti matriks pada

Id

1

o s

(3), yaitu @y, = ay;, untuk j =2,3,4

13

12 Q13 Q14

f[ -~ - -
B _ 11 ann an
U= Q } @33 Uy
0 0 1 sy
0 0 0 I
‘agonal matriks U = (4;;) tetap satu satuan, yaitu @; = 1 untuk 7 =

R

12 Q13 Q14

1 - PR -
B . an ann adn
U=| 0 1 ‘g uy [,
0 0 1 gy
0 0 0 1
serolehlah hasil modifikasi dekomposisi matriks interval A = LU sebagai

R
R

[ EL12 613 d14 i 6 6 6 I 12 a3 Q14
a a a ~ 7 ~ = a a a
ajp A a4 Gop Iy 0 0 i il 11 11
Q22 Q23 Q24 = - l~ l~ 6 U3 U4
~ ~ ~ a ~ ~ ol ~
azy (33 (34 3t l~32 l~33 7 0 0 L gy
Qgo Qa3 (g Qa1 lag 43 lag 0 O 0 1

i yang tidak diketahui dari matriks jl~ dan U dengan memanfaatkan
yang diperoleh harus memenuhi A = LU. )
nya diakhir faktorisasi dikalikan kembali baris pertama matriks L yang




b dengan a;; sehingga

ap 0 0
61,21 l~22 0

=~
|

oy o o

asi sz 33
agr lag laz laa

n: Unsur aj; pada matriks interval A dapat diubah menjadi [1,1] jika
taun bernilai positif.

tudian dengan menggunakan Teorema 1 dapat ditentukan determinan dari
mterval.

- Jika A, adalah matriks interval segitiga atas atau segitiga bawah,
) ekuivalen dengan perkalian elemen-elemen dalam diagonal utamanya.

Misalkan A, matriks segitiga atas.

6:111 a1z -+ Qip [Quﬁn] [Q127@12] ce [Q1mQ1n]
o U1 G --- G2 B [0,0]  [agg, @] -+ [agp; Qo]
6’!11 6’(L2 te a/nn [O’ O] [07 0] e [an) an]

njiinya dengan menggunakan metode ekspansi kofaktor sepanjang kolom

1-dari A, «,, akan diperoleh hasil dari det(A) dengan langkah berikut:

[@g, @22] [a93,a23] -+ [ag,,G2n]
; _ [07 0] [Q337 633} e [2377,7 6371]
(4) =[ay,a11] _ . ) .
[Oa 0] [0, 0] e [ana ann}
a9, @12] [ags,@13] -+ [ay,, @1
[0, 0] lags,ass] -+ [z, Tsnl
[07 O] [07 O] e [ana ann}
@19, T12]  [ay3,a13] - (@1, T1n]
[2227622] [Q237623] T [QQnaaQn)]
Qe 4 [070}(_1)1+” : : - :
[07 0] [07 0} T [Q(n—l)n?a(n—l)n]

dengan menggunakan persamaan (2) diperoleh

det(A) =[a,, an] ([Qm,azz][ggg,asg] T [Qm,am]) —10,0]

_|_..._..._|_[ ]’

det(A) =[a;y, @11][ag, G2o)[asz3, s3] - - * [@pyyr T
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a [ayy, @11[ag, o2)[ass, @33] - - - [@py, Gnn] adalah hasil kali dari entri

\utama matriks interval A, maka terbukti bahwa det(A) sama dengan
tnsur-unsur dalam diagonal utamanya. Jika A matriks interval segitiga

lal

maka teorema dapat dibuktikan dengan cara yang sama.

Gunakan metode Crout yang dimodifikasi untuk menentukan
matriks interval A dengan

A= [-11,11] [8,12] [-2,2] |. (4)
[—11,11] [-12,12] [7,13]

is pertama matriks interval (4) dengan 1 @ [9, 11], sehingga diperoleh

9,11  [-1,1] [-1,1]
0,11  [9,11] [9,11]
[—11,11]  [8,12] [-2,2]
[—11,11] [-12,12] [7,13]

] [

[—11,11]  [8,12] [—2,2] ’
[—11,11]  [-12,12] [7,13]

1 1 1 1
[1,1]  [0,0] [0,0] L1 |—-—, =] |-—,—
I el 0.0]  [0,0] 1, 1]

1enyelesaikan beberapa iterasi diperoleh hasil, yaitu

ln = [1,1], Iy = [-11,11], I3y = [-11,11].

71 o1
B TR R A TR T

122 - [9, 11] y l32 - [—11, 11] .

71
Y2 =101 |




l33 - [9, 11] .

1atriks interval A sebagai berikut:

1 1 1 1
[171] BFTEET) BFTEET)
11° 11 11711

[1,1] [0,0]  [0,0]

[—11,11]  [9,11]  [0,0] 11

—11,11] [-11,11] [9,11] 0,0 [1,1] 1111
[0,0] [0,0] [1,1]

kalikan baris pertama matriks L yang diperoleh dengan [9, 11], sehingga
atriks A = LU sebagai berikut:

R 11
9,11]  [0,0]  [0,0] [1,1] [—ﬁ,ﬁ] —
—11,11 9,11 : o
%—11,11% [—[11,1]1] [[9,11]} 0,0  [1,1] e

sarkan dengan Teorema 1, determinan dari matriks interval %1 adalah
idlari hasil kali diagonal utama matriks interval segitiga bawah L dengan
1 diagonal utama matriks interval segitiga atas U, yaitu

det(A) = ([9,11] ]9, 11] [9, 11]) ([1, 1] [1, 1] [1, 1])
=19,11][9,11] [9, 11],
det(A) = [729,1271] .

wn sebagai pembanding diberikan martiks interval (4) yang sama dan
1ggunakan metode yang sama tanpa penggabungan aritmatika seperti
libahas dalam [9] dihasilkan matriks interval sebagai berikut:

= [_117 11] [87 12] [_27 2] )
(—11,11] [-12,12] [7,13]

[9, 11] 0,0 [0,0] [1,1] [0,0] [0,0]
~ | [-11,11] [8,12] [0,0] [0,0] [1,1] [0,0] |,
[—11,11] [-12,12] [7,13] 0,0 [0,0] [1,1]

Y

terminan yang dihasilkan adalah
det(;l) = ([9,11] [8,12] [7,13]) ([1, 1] [1, 1] [1, 1])
=[9,11][8,12] [7, 13]
det(A) = [504,1504] .




ntoh yang diberikan dapat disimpulkan bahwa determinan martiks

fengan menggunakan penggabungan aritmatika interval memperoleh nilai
1ng lebih pendek dibanding tanpa penggabungan aritmatika interval.

4. KESIMPULAN

kan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa untuk sebarang interval

= 1 = [1, 1] hanya berlaku jika a; > 0 atau pada interval positif. Pada
va, pembagian interval a/a akan menghasilkan nilai bergantung pada
rang memenuhi persamaan (1). Penyelesaian dekomposisi-LU pada
erval dengan menggunakan metode Crout yang dimodifikasi dapat
sila unsur aj; pada matriks interval A bernilai positif. Selanjutnya dari
ekomposisi- LU dengan menggunakan metode Crout yang dimodifikasi
sntukan determinan matriks interval dengan menghitung hasil kali
wda matriks interval segitiga bawah L dan dengan menggunakan

nhgan aritmatika diperoleh nilai determinan dengan interval yang lebih

srima kasih  Penulis mengucapkan terima kasih kepada Prof. Dr.

M.Si. yang telah membimbing dan memberikan arahan dalam penulisan
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