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ABSTRAK 

 

Hasil kali titik dari vektor 𝒖 dan 𝒗 yang masing-masing bukan vektor nol dinyatakan 

dengan 𝒖.𝒗. Hasil kali titik vektor 𝒖 dan 𝒗 adalah suatu bilangan real yang 

didefinisikan oleh 𝒖.𝒗 =  𝒖  𝒗 cos𝜃. Hasil kali titik pada vektor dapat 

diinterpretasikan secara geometri. Pada tulisan ini  dibahas interpretasi hasil kali titik 

secara geometri dan membuktikan cosinus jumlah sudut dan selisih sudut melalui hasil 

kali titik pada vektor. 

 

Kata kunci: Hasil kali titik, cosinus, vektor 

 

 

 

1 Pendahuluan 
 

Pada buku pelajaran matematika SMA/MA kelas 3 IPA karangan Sartono siswa hanya 

sekedar menghitung nilai hasil kali titik dari suatu vektor saja  tanpa memahami apa 

yang sedang mereka kerjakan.  Pada buku matematika SMA/MA tersebut dikatakan 

bahwa hasil kali titik antara dua vektor didefinisikan sebagai hasil kali panjang/norma 

kedua vektor dan cosinus sudut antara vektor tersebut [6, h 158]. Dengan formula hasil 

kali titik antara dua vektor adalah 𝒖.𝒗 =  𝒖  𝒗 cos 𝜃, 00 ≤ 𝜃 ≤ 1800 atau 𝒖.𝒗 =
 𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 [6, h 158]. Siswa merasa dalam matematika banyak rumus yang harus 

dihafal dan pembelajarannya terasa membosankan, padahal hasil kali titik dapat 

dikembangkan dengan menginterpretasikan hasil kali titik tersebut secara geometri [2, h 

128]. Pada tulisan ini diinterpretasikan hasil kali titik melalui kesebangunan segitiga 

serta membuktikan sudut trigonometri (cosinus jumlah sudut dan selisih sudut) melalui 

hasil kali titik pada vektor.  
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2 Interpretasi Hasil Kali Titik secara Geometri 
 

Misalkan sebarang vektor 𝒖 dan 𝒗 berimpit pada pangkal vektor, kemudian tarik garis 

tegak lurus dari ujung vektor 𝒖 ke vektor 𝒗. Perhatikan Gambar 1 berikut ini 

 
 

 Hasil kali titik adalah sebagai dasar sebuah proyeksi. Pada Gambar 1, hasil kali 

titik dari sebuah vektor dengan sebuah vektor unit adalah proyeksi vektor tersebut 

dengan arah vektor unit [5, 1, h 128].  Secara geometri didapatkan formula 

                                    𝒖.𝒗 =  𝒖  𝒗 cos 𝜃, 00 ≤ 𝜃 ≤ 1800                                   (1) 

Dari persamaan (1) hasil kali sebuah vektor dengan dirinya sendiri adalah panjang 

kuadrat dari vektor tersebut 

𝒖.𝒖 =  𝒖 2. 
Jika 𝒖 dan 𝒗 adalah vektor yang tegak lurus maka 

𝒖.𝒗 = 0. 
 

3 Pengembangan Hasil Kali Titik pada Vektor  
 

Interpretasi Hasil Kali Titik Secara  Geometri 

Misalkan vektor 𝒖 = (𝟑,𝟑) dan 𝒗 = (𝟖,𝟎) berimpit pada titik pangkal, kemudian 

vektor 𝒖 diperpanjang dan ditarik garis dari titik ujung vektor 𝒗 yang membentuk sudut 

siku-siku di D pada perpanjangan vektor 𝒖. Perhatikan Gambar 2. 

 Dari Gambar 2 diperoleh  𝒖 =  32 + 32 = 3 2  dan  𝒗 =  82 + 02 = 8. 

Kemudian, 

𝒗 =
𝒗

 𝒗 
=

 8,0 

8
=  1,0  dan 𝒖 =

𝒖

 𝒖 
=

 3,3 

3 2
=  

1

2
 2,

1

2
 2 , 

sehingga 

𝑨𝑩 =  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑣𝒖 = 𝒖.𝒗 =  3,3 .  1,0 = 3, 

Gambar 1: Hasil kali titik sebagai dasar proyeksi 

𝒖 

𝒗 
𝜽 

𝒖.
𝒗

 𝒗 
= 𝒖.𝒗  
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𝑨𝑫 =  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑣𝒖 = 𝒗.𝒖 =  8,0 .  
1

2
 2,

1

2
 2 = 4 2. 

 
Hakekatnya vektor pada Gambar 2 dalam 𝑅3 sementara  𝒖 = (𝑢1,𝑢2) dan 

𝒗 = (𝑣1,𝑣2) adalah vektor-vektor pada 𝑅2 , untuk menghindari masalah dimensi maka 𝒖 dan 𝒗 

dilihat vektor pada bidang 𝑥𝑦 dari suatu sistem koordinat 𝑥𝑦𝑧 dimana vektor-vektor 

tersebut dinyatakan 𝒖 = (𝑢1,𝑢2 , 0) dan 𝒗 = (𝑣1,𝑣2, 0). 

Dari Gambar 2, maka interpretasi hasil kali titik secara geometri diperumum. 

Perhatikan Gambar 3, misalkan sebarang vektor 𝒖 dan 𝒗 berimpit pada titik pangkal 

vektor, kemudian vektor 𝒖 diperpanjang dan ditarik garis dari titik ujung vektor 𝒗 yang 

membentuk sudut siku-siku di D pada perpanjangan vektor 𝒖 sehingga ∆𝑨𝑩𝑬 

sebangun ∆𝑨𝑫𝑪. 

Pada ∆𝑨𝑫𝑪 diperoleh 

 cos𝜃 =
𝐴𝐷

 𝒗 
 maka 𝑨𝑫 =  𝒗 cos𝜃.                                       (2) 

Pada ∆𝑨𝑩𝑬 diperoleh 

            cos𝜃 =
𝐴𝐵

 𝒖 
  maka 𝑨𝑩 =  𝒖 cos𝜃.                                       (3) 
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𝒖 = (3,3) 

𝒗 = (8,0) 
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𝑬 

𝑩 

𝑨 𝒒 = (3,0) 

𝒑 = (𝟒, 4) 

                             Gambar 2: Contoh khusus interpretasi vektor 
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Gambar 3: Interpretasi vektor secara umum 

 

Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh hubungan 

 
𝐴𝐷

 𝒗 
=

𝐴𝐵

 𝒖 
.                                                                    (4) 

Pada Gambar 3 diperoleh ∆𝑨𝑩𝑬 sebangun ∆𝑨𝑫𝑪, sehingga berlaku 

                                             
𝑨𝑩

𝑨𝑫
=

𝑨𝑬

𝑨𝑪
=

𝑩𝑬

𝑫𝑪
                                                                   

Dari persamaan (4) diperoleh  

                      𝒖.𝒗 =  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑣𝒖  𝒗  maka  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑣𝒖 = 𝒖.
𝒗

 𝒗 
= 𝒖.𝒗 ,                       

dan 

                      𝒖.𝒗 =  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑢𝒗  𝒖  maka  𝑝𝑟𝑜𝑦𝑢𝒗 =
𝒖

 𝒖 
.𝒗 = 𝒗.𝒖                        

 

Atauran Cosinus Melalui Vektor 

Misalkan vektor 𝒖 dan 𝒗 berimpit pada titik pangkal, kemudian tarik garis dari titik 

ujung vektor 𝒖 ke titik ujung vektor 𝒗. Perhatikan Gambar 4. 

 

 
Gambar 4: Pembuktian aturan cosinus melalui vektor 

𝐴 𝒗 = 𝐵 
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Pada Gambar 4 diperoleh 

 

𝑡 =  𝒖 sin𝜃 = 𝑏 sin 𝜃  
 𝒘 =  𝒖 cos𝜃 = 𝑏 cos 𝜃 

𝑝 = 𝑐 −  𝒘 = 𝑐 − (𝑏 cos 𝜃) 

 

Dengan menggunakan teorema phythagoras diperoleh aturan cosinus 

 

𝑎2 = 𝑡2 + 𝑝2 

𝑎2 = (𝑏 sin 𝜃)2 + (𝑐 − (𝑏 cos𝜃))2 

𝑎2 = 𝑏2𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑏2𝑐𝑜𝑠2𝜃 

𝑎2 = 𝑏2(𝑠𝑖𝑛2𝜃 + cos𝜃2) + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝜃                                                               (10) 

 

Membuktikan Cosinus Jumlah Sudut 

Misalkan pada lingkaran unit dengan 𝑟 = 1 satuan, maka vektor dalam lingkaran unit 

dapat ditulis cos 𝜃𝒊 + sin 𝜃𝒋  dimana 𝜃 adalah sudut pada 𝑥 positif berlawanan arah 

jarum jam dan – 𝜃 jika searah jarum jam. Perhatikan Gambar 5 berikut ini. 

 
Pada Gambar 5 diketahui 

 𝒖 = cos𝛼𝒊 + sin 𝛼𝒋,  
𝒗 = cos(−90)𝒊 + sin(−90)𝒋 = −𝒋 
cos   90 + 𝛼 = 𝒖.𝒗 =  cos𝛼𝒊 + sin𝛼𝒋 .  −𝒋  
cos   90 + 𝛼 = −cos𝛼  𝒊. 𝒋 − sin𝛼  𝒋. 𝒋  
cos   90 + 𝛼 = −sin𝛼 

Dari Gambar 5, dapat diperumum untuk mendapatkan formula cosinus jumlah sudut, 

perhatikan Gambar 6. 

Pada Gambar 6 diketahui 𝒖 = cos𝛼𝒊 + sin 𝛼𝒋 ,𝒗 = cos −𝛽 𝒊 + sin −𝛽 𝒋  atau 

𝒗 = cos𝛽𝒊 − sin 𝛽𝒋, sehingga 

  cos   𝛼 + 𝛽  = 𝒖.𝒗 =  cos𝛼𝒊 + sin 𝛼𝒋 .  cos𝛽𝒊 − sin 𝛽𝒋 
= cos𝛼 cos𝛽  𝒊. 𝒊 + cos𝛼 sin 𝛽  𝒊. 𝒋 + sin 𝛼 cos𝛽  𝒋. 𝒊  

Gambar 5: Membuktikan cosinus (90 + 𝛼)  

𝒖 

𝜶 

𝒗 

𝟏 −𝟏 𝒙 

𝒚 
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                            − sin 𝛼 sin𝛽 (𝒋. 𝒋) 

                        = cos𝛼 cos𝛽  1 + cos𝛼 sin 𝛽  𝟎 + sin𝛼 cos𝛽  𝟎  
                            − sin𝛼 sin 𝛽 (𝟏) 

   cos   𝛼 + 𝛽 = cos𝛼 cos𝛽 − sin 𝛼 sin 𝛽 

Jika 𝛼 = 𝛽  maka    cos  2𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼. 

 
Membuktikan Cosinus Selisih Sudut 

Misalkan pada lingkaran unit dengan 𝑟 = 1 satuan, maka vektor dalam lingkaran unit 

dapat ditulis cos 𝜃𝒊 + sin 𝜃𝒋  dimana 𝜃 adalah sudut pada 𝑥 positif. Perhatikan Gambar 

7 berikut ini: 

 

Pada Gambar 7 diketahui  𝒖 = cos𝛼𝒊 + sin𝛼𝒋 dan 𝒗 = cos 180𝒊 + sin 180𝒋 = −𝒊, 
sehinga 

cos   180 − 𝛼 = 𝒖.𝒗 =  cos𝛼𝒊 + sin 𝛼𝒋 .  −𝒊  
cos   180 − 𝛼 = −cos𝛼  𝒊. 𝒊 − sin𝛼  𝒋. 𝒊  
cos   180 − 𝛼 = −cos𝛼 

Gambar 7: Membuktikan cosinus (180 − 𝛼)  

𝒖 

𝜶 
𝟏 −𝟏 𝒙 

𝒚 

𝒗 

Gambar 6: Membuktikan cosinus jumlah sudut  
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𝜶 
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Dari Gambar 7, dapat diperumum untuk mendapatkan formula cosinus selisih sudut, 

perhatikan Gambar 8 berikut ini 

 
Pada Gambar 8, diketahui 𝒖 = cos𝛼𝒊 + sin𝛼𝒋  dan 𝒗 = cos𝛽𝒊 + sin 𝛽𝒋, sehingga 

cos   𝛽 − 𝛼 = 𝒖.𝒗 =  cos  𝛼𝒊 + sin 𝛼𝒋 .  cos𝛽𝒊 + sin 𝛽𝒋  
cos   𝛽 − 𝛼 = cos𝛼 cos𝛽  𝒊. 𝒊 + cos𝛼 sin𝛽  𝒊. 𝒋 + sin 𝛼 cos𝛽  𝒋. 𝒊     

+ sin 𝛼 sin 𝛽 (𝒋. 𝒋) 

                       = cos𝛼 cos𝛽  1 + cos𝛼 sin 𝛽  𝟎 + sin 𝛼 cos𝛽  𝟎  
+ sin 𝛼 sin 𝛽  𝟏          

cos   𝛽 − 𝛼 = cos𝛼 cos𝛽 + sin 𝛼 sin 𝛽  

− cos   𝛽 − 𝛼 = cos(− 𝛽 − 𝛼 = cos   𝛼 − 𝛽 = cos𝛼 cos𝛽 + sin𝛼 sin 𝛽 

Jika 𝛼 = 𝛽  maka 1 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 + 𝑠𝑖𝑛2𝛼   

 

Kesimpulan 
 

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa interpretasi hasil kali titik secara geometri 

dapat kembangkan melalui kesebangunan segitiga dan untuk memudahkan siswa dalam 

mengingat formula cosinus sudut jumlah dan selisih dapat dibuktikan melalui hasil kali 

titik yaitu dengan melukiskan dua buah vektor pada lingkaran unit.  
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Gambar 8: Membuktikan cosinus sudut selisih  
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