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Abstrak

Pada sebarang segitiga, menentukan lingkaran singgung luar adalah dengan membuat
lingkaran singgung dalam dan memperpanjang sisi-sisinya dengan membuat garis bagi
sudut luar di dua titik sudutnya dan garis bagi dalam titik sudut lainnya. Sedangkan
Titik Gergonne pada segitiga merupakan titik yang berasal dari konkurensi tiga garis
dari ketiga titik sudut segitiga ke titik singgung antara lingkaran dalam dan sisi segitiga.
Konkurensi titik Gergonne dalam segitiga dibuktikan dengan menggunakan teorema
Ceva. Pada tulisan ini akan diberikan alternatif menentukan lingkaran singgung luar
segitiga dengan menggunakan lingkaran luar segitiga dan akan dibuktikan konkurensi
titik Gergonne pada lingkaran singgung luar segitiga.

Kata kunci: Lingkaran singgung luar, lingkaran dalam, teorema Ceva, dan titik
Gergonne

1 Pendahuluan

Pada sebarang AAEC jika dibuat garis bagi pada masing-masing sudutnya maka akan
berpotongan di satu titik yaitu incenter. Dari titik incenter dapat dibuat lingkaran yang
menyinggung AABC masing-masing di titik 4" pada sisi BC, di titik B’ pada sisi AC, dan
di titik €’ pada sisi AB. Jika masing-masing sisi BC dan BA diperpanjang, kemudian
jika dibuat internal bisektor pada «<B dan eksternal bisektor pada dua sudut lainnya
yaitu =4 dan =T, maka perpanjangan dari ketiga garis bagi tersebut akan berpotongan
(konkuren) di titik P dan konkurensi tersebut disebut excenter [8,10]. Perhatikan
Gambar 1 berikut.
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Gambar 1: Segitiga AEC konkuren di titik P

Selanjutnya apabila ditarik garis dari ketiga titik sudut segitiga terhadap titik
singgung lingkaran dalam terhadap sisi segitiga tersebut, maka ketiga garis tersebut
berpotongan di satu titik (concurent) disebut titik Gergonne [1,4,6,9,11]. Jika terdapat
lingkaran singgung luar segitiga (excircle) [8,10], maka dapat dibentuk juga titik
Gergonne di luar segitiga yang berasal dari lingkaran singgung luar terhadap segitiga.
Sehingga dapat dibentuk tiga buah titik Gergonne lainnya dari tiga lingkaran singgung
terhadap ketiga sisi segitiga [4]. Perhatikan Gambar 2 berikut.

B A C Fe

Gambar 2: Titik Gergonne pada segitiga ABC

Boyd dan Raychowdhury [9], telah membahas bagaimana membuktikan
konkurensi titik Gergonne dengan menggunakan lingkaran kosentrik dari lingkaran
dalam segitiga asal. Pada artikel ini, penulis membahas alternatif menentukan lingkaran
singgung luar segitiga dengan menggunakan lingkaran luar segitiga dan akan dibuktikan
konkurensi titik excenter dengan menggunakan kongruensi [6,7], kemudian akan
ditentukan konkurensi titik Gergonne di luar segitiga melalui segitiga kongruen [8] dan

garis singgung lingkaran [6].

2 Lingkaran Singgung Luar Segitiga

Pada sebarang AAEC yang memuat incircle, jika masing-masing sisi BC dan BA
diperpanjang. Kemudian jika dibuat internal bisektor pada =B dan eksternal bisektor
pada dua sudut lainnya yaitu, =T dan <4, maka perpanjangan dari ketiga garis bagi
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tersebut akan berpotongan pada satu titik (konkuren) disebut excenter segitiga [8,10].

Untuk menentukan lingkaran singgung luar segitiga digunakan Teorema sebagai
berikut.

Teorema 1. Bisektor dari dua sudut luar segitiga dan bisektor sudut dalam lainnya
berpotongan pada satu titik.

Bukti: Lihat [4].
Teorema | diilustrasikan dengan Gambar 3.

Gambar 3: AAEC yang memuat excenter.

Teorema 2. (Teorema Ceva) Jika diberikan sebuah AABC dengan titik A", B', dan C'
masing-masing adalah titik pada sisi BC,CA, dan AB maka garis A4', BB'dan CC'
berpotongan di satu titik jika dan hanya jika:
AC'. BA' _ CB' 1 )
C'B AC B'A
Bukti: Teorema Ceva dibahas pada [11].

Untuk melihat hubungan pada persamaan (1), perhatikan Gambar 4 .

Gambar 4: Ketiga garis A4', BE'dan CC' berpotongan di titik P.

Berikut ini diberikan alternatif menentukan lingkaran singgung luar segitiga
dengan menggunakan lingkaran luar segitiga.
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Misalkan ada sebarang AAEC, kontruksi garis bagi dari masing-masing titik sudut
sehingga berpotongan di satu titik, misal titik E. Kemudian kontruksi bisektor garis

yang tegak lurus dengan masing-masing sisi pada segitiga dan berpotongan di satu titik,
sebut titik 0. Dari titik O dapat dibuat lingkaran luar AAEC, sebut lingkaran 1.

Selanjutnya, perpanjang sisi AE dan sisi BC, tarik garis bagi sudut luar =4 dan
<€ masing-masing berpotongan di satu titik, misal titik Egz, perhatikan bahwa
AEgdan CE; merupakan garis singgung terhadap lingkaran 1 di titik A dan €, maka
AE; = CEj;.

Perhatikan AACEg, kontruksi bisektor garis yang tegak lurus dengan masing-
masing sisi pada A4CEg dan berpotongan di satu titik, sebut titik 0'. Dari titik 0" dapat
dibuat lingkaran luar AACEg, sebut lingkaran 2. Tarik garis dari titik 0" yang tegak
lurus dengan sisi BC di titik C dan sisi AE di titik 4. Akan ditunjukkan 0’4 = @'C =r.

Untuk membuktikan 0" merupakan titik pusat lingkaran 2 dan A0 =C0' =r,
Perhatikan JBAO'C, jika BA dan BC adalah garis singgung terhadap lingkaran 2 pada
titik A dan C, maka B4 = BC.

Perhatikan ABAQ' siku-siku di 4, maka

A0"? = B0'? — BA? (2)
Dan pada ABCO' siku-siku di €, maka

€0 = Bo'* — BC? (3)
Dari persamaan (2) dan (3) diperoleh

A0"™ = 0"

A0' =co’ (4)

Karena 40' = €0’ dan tegak lurus terhadap garis singgung maka terbukti A0'dan O’
merupakan jari-jari lingkaran 2 dan @' merupakan titik pusat lingkaran 2. Kemudian,
karena AEg dan CE; merupakan garis singgung lingkaran 1, A8 dan BC merupakan
garis singgung lingkaran 2, maka lingkaran 1 dan lingkaran 2 berpotongan di titik A dan
C. Perhatikan Gambar 5.

Selanjutnya, tarik garis bagi <E melewati titik E dan memotong lingkaran luar
AABC di titik O, tarik garis dari titik Ez yang tegak lurus dengan sisi BC di titik F.,
tarik garis dari titik Ez yang tegak lurus dengan sisi BA di titik F,, dan tarik garis dari
titik E; yang tegak lurus dengan sisi AC di titik F5 . Kontruksi lingkaran berpusat di titik
E; (lingkaran 3) dan menyinggung ketiga sisi AABC masing-masing di sisi AC,
perpanjangan sisi EA, dan perpanjangan sisi EC. Akan ditunjukkan Eg merupakan titik
pusat lingkaran singgung luar AABC. Perhatikan Gambar 6.

Prosiding Seminar Nasional dan Kongres IndoMS Wilayah Sumatera Bagian Tengah
FMIPA Universitas Riau, 14-15 Nopember 2014

60



(C)Hak cipta milik Universitas Riat

(epcswt’)ry unri.ac.id

https:/

versity of Riau

Un

Repository

ISBN: 978-979-792-552-9

Gambar 6: Lingkaran singgung luar segitiga AEC

Perhatikan AEgF C dan AEgF. C, maka
CE; = CEg (s) (garis yang sama)
£FyCEg = <F.CE; (sd) (eksternal bisektor sudut C)
ZE F,C=EgF.C (sd) (sudut siku-siku)
dengan (s) := sisi dan (sd) := sudut.
Berdasarkan korespondensi  (s-sd-sd), maka AEgF;C=AE;F.C yang
mengakibatkan

EpFr = EF- (5)
dengan cara yang sama pada AEgFy A = AELF, A diperoleh
EgFp = EgFy (6)
dari persamaan (5) dan (6) maka diperoleh
EgFy = EgFg = EgF; (7)
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Karena EgF, = EgF; = EgF.- dan tegak lurus terhadap garis singgung maka terbukti
EgF,, EzFy dan EgF-merupakan jari-jari lingkaran 3.
Kemudian dibuktikan AE. dan CE; juga berpotongan di titik Ez, dengan
menunjukkan AEz; dan CE; merupakan external bisektor pada AABC.
Pada Gambar 6, perhatikan AE;F; A dan EgF, A, diperoleh
AF,? = AE,* —E.F;°?

dan
AF,? = AE,* — E;F,*
sehingga
AF,? = AF,?
atau
AF; = AF,. (8)
Perhatikan AEgF; A dan EzF, A, diperoleh
EgFy = E_F, (s) (dari persamaan (7))
ZAF Ey = ZAF,E; (sd) (sudut siku-siku)
AFy = AF, (s) (dari persamaan (8))

Berdasarkan korespondensi (s-sd-s), maka AEzF; A dan AEF, A yang mengakibatkan
<Fp AE, = <F, AE,
Sehingga terbukti AE; merupakan external bisektor <A pada AAEC dan berpotongan di
titik Eg.
Perhatikan AE;F-C dan EgzF; C, diperoleh
CF.* = CEg* — EgF,.*

dan
CF,? = CEz* — EgF,*
Sehingga
CF.* = CF;*
atau
CF. = CF, (9)
Perhatikan AEZF- C dan EzF; C, diperoleh
E.F. =E.F; (s) (dari persamaan (7))
ZCF.Eg= 2CF,E; (sd)  (sudut siku-siku)
ZCF. = ~<CF, (s) (dari persamaan (9))
keterangan:
(s) =sisi
(sd) =sudut

Berdasarkan korespondensi (s-sd-s), maka AEzF-C dan AEF; C yang mengakibatkan
£F.CEg = ~F,CEg
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Sehingga terbukti CE; merupakan external bisektor <C pada AAEC dan berpotongan di
titik E;.

Karena AE, EEg, dan CEg terbukti merupakan bisektor sudut dan berpotongan di tiitk
Ez, maka Eg merupakan titik pusat lingkaran luar dari AAEC.

3 Konkurensi Titik Gergonne di Luar Segitiga

Pada bagian ini dibahas mengenai konkurensi titik Gergonne yang berada di luar
segitiga, untuk membuktikan konkurensi titik Gergonne, digunakan teorema Ceva
[11,14,15].

Pada sebarang AABC yang memuat tiga lingkaran singgung luar, masing-masing
di titik F; pada sisi AC, Fz pada perpanjangan sisi BC dan F; pada perpanjangan sisi
AEB. Dari ketiga lingkaran singgung luar tersebut dapat dibentuk titik Gergonne berada
di luar segitiga. Tarik garis dari titik singgung F,,F; dan F- terhadap sudut segitiga
dihadapannya, ketiga garis tersebut akan berpotongan pada satu titik Geg. Konkurensi
titik Ge telah dinyatakan dalam [5].

Perhatikan Gambar 7, AABC dengan Eg adalah titik pusat lingkaran singgung luar
AAEBC pada sisi AC, akan ditunjukkan AF,. BFg, dan CF- berpotongan pada satu titik di
titik Gez dengan menggunakan segitiga kongruen dan garis singgung lingkaran.

Konkurensi Titik Gergonne di Luar Segitiga dengan Menggunakan Segitiga
Kongruen

Gambar 7. Titik Geg adalah titik Gergonne luar AAEC
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Perhatikan E; BF. dan E; BF,, misalkan =F.BF, = o. Karena E; B merupakan bisektor

sudut maka
<E BF.= ~<E.BF, = =

Selanjutnya karena Ez F- dan EgF; merupakan jari-jari sehingga diperoleh
CL
ZBELF. = #BEyF, = 90 — 5
Maka pada AE;BF- dan AE;BF, diperoleh
<BEgF.= <BEF, (sd) (bisektor sudut)
E,B =E;.B (s) (garis yang sama)
ZBF.Eg= #«BF,Ep  (sd) (sudut siku-siku)

Berdasarkan  korespondensi  (sd-s-sd) pada  postulat, dinyatakan
ABEyF.= ABEF,
Sehingga diperoleh
BF.= BF,
kemudian perhatikan Ez CF; dan Ez CF.-, diperoleh
CFy=CF,
dan juga perhatikan Ez AF, dan EzAF;, diperoleh
AF,= AF,
Dengan menggunakan teorema Ceva, persamaan (10), (11), dan (12) menjadi
BFc CFp 4F4 _ 4 (13)

FpC Fg A BFy

bahwa

(10)
(11)

(12)

Karena persamaan (12) memenuhi teorema Ceva maka terbukti titik Gergonne dari

AABC adalah konkuren.

Konkurensi Titik Gergonne di Luar Segitiga dengan Menggunakan Garis Singgung

Lingkaran.

Perhatikan kembali Gambar 7, AE;F; C siku-siku di F;, maka
F,C*=E,F,* —E.C*
dan pada AEF, C siku-siku di F;, maka
F,C*=EgF,® — EgC’
Dari persamaan (14) dan (15) diperoleh
F,C?=F,C?
F,C=F,C
Perhatikan AEzF- A4 siku-siku di F-, maka
F.A*=EyF.* —E A*
dan pada AEgF; A siku-siku di Fz, maka
F,A?=E_F,? —EA”
Dari persamaan (17) dan (18) diperoleh
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F.A*=F,A"

F.A=FA (19)
Perhatikan AE;F- B siku-siku di F-, maka
F.B? = E.F.* — E;B* (20)
dan pada AEgF, B siku-siku di F; , maka
F,B?=EyF,? — E,B" (21)

Dari persamaan (19) dan (20) dipefoleh )
F.B*=FB?
F.B=F,B (22)
Dengan mengalikan persamaan (16), (19), dan (22) diperoleh:
F,C.F.A.F,B=F,C.F,A.F.B
Kemudian dengan menggunakan teorema Ceva, persamaan tersebut menjadi:
CF, AF. BF, CF, AF, BF,
AF, BF. 'CF, CF, AF, BF.
CF, AR BF, _ 1
AF;, BF. CF,
Karena persamaan (23) memenuhi teorema Ceva maka terbukti titik Gergonne dari
AAEBC adalah konkuren.

(23)

Kesimpulan

Dari hasil tulisan ini dapat disimpulkan bahwa cara menentukan lingkaran singgung luar
segitiga dapat diselesaikan dengan lingkaran luar segitiga, kemudian terdapat dua jenis
titik Gergonne yaitu titik Gergonne yang berada di dalam segitiga dan titik Gergonne
yang berada di luar segitiga. Konkurensi titik Gergonne di luar segitiga dapat dibuktikan
dengan menggunakan segitiga kongruen dan garis singgung lingkaran.
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