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Abstrak 

 

Persamaan garis singgung elips biasanya diperoleh dengan cara diskriminan dan 

substitusi, yaitu persamaan garis dengan gradien m disubtitusikan pada persamaan elips. 

Kemudian diperoleh persamaan kuadrat. Karena garis tersebut menyinggung elips, 

maka diskriminan sama dengan nol, sehingga diperoleh nilai konstanta. Nilai konstanta 

tersebut disubstitusikan ke persamaan garis dengan gradien m, maka diperoleh 

persamaan garis singgung elips. Pada tulisan ini dibahas alternatif lain menentukan 

persamaan garis singgung elips yaitu dengan menggunakan konteks limit dan jarak 

antara titik terhadap garis lurus.  

 

 

Kata kunci: Elips, garis singgung, jarak, limit 

 

 

1 Pendahuluan 

Semua siswa harus memiliki kesempatan dan dukungan yang diperlukan untuk belajar 

matematika secara mendalam dan dengan pemahaman. Tidak ada pertentangan antara 

kesetaraan dan keunggulan, NCTM (2000,h .50) dalam buku [2]. 
Geometri salah satu dari cabang matematika, yang dapat didefinisikan  sebagai 

salah satu cabang matematika yang mempelajari tentang bentuk, ruang, komposisi 

beserta sifat sifatnya, ukuran ukurannya dan hubungannya antara yang satu dengan yang 

lainnya .   

Irisan kerucut adalah lokus dari semua titik yang membentuk kurva dua dimensi, 

yang terbentuk oleh irisan sebuah kerucut dengan sebuah bidang. Salah satu bentuk 

irisan kerucut adalah elips  10, 9, 6, 5 . 
Garis singgung kurva adalah garis lurus yang hanya menyentuh kurva pada titik tertentu 

dan memiliki lereng yang sama sebagai fungsi pada saat itu.  

http://id.wikipedia.org/wiki/Lokus_%28matematika%29
http://id.wikipedia.org/wiki/Titik
http://id.wikipedia.org/wiki/Kurva
http://id.wikipedia.org/wiki/Dimensi
http://id.wikipedia.org/wiki/Kerucut
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Bidang&action=edit&redlink=1
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Pada umumnya di beberapa buku-buku SMA/MA  7,8 , untuk menentukan 

persamaan garis singgung elips dengan menggunakan gradien, substitusi dan 

diskriminan, sangat jarang dijumpai pola atau rumus untuk menentukan persamaan garis 

singgung melalui suatu titik di luar elips. 

Penulis tertarik untuk merumuskan alternatif lain dalam menentukan persamaan 

garis singgung elips dengan menggunakan pengetahuan dasar sederhana yang telah 

dimiliki siswa.  Oleh karena itu penulis merumuskan judul untuk makalah ini 

“Alternatif Menentukan Persamaan Garis Singgung Elips”. 

 

2 Garis Singgung Elips 

 
Persamaan elips pada pusat 𝑂(0,0), dengan titik fokus 𝐹1 −𝑐, 0  dan 𝐹2  𝑐, 0  , yang 

tampak pada Gambar 1 adalah 

 

𝑥2

𝑎2+  
𝑦2

𝑏2  = 1.           (1)  

 

 

  
 

Gambar 1:  Elips berpusat di (0,0) 

 

Untuk menentukan persamaan elips yang berpusat  𝑝, 𝑞 , dengan menggunakan 

transformasi yaitu menggeser 𝑥 sejauh 𝑝 dan 𝑦 sejauh 𝑞 seperti pada Gambar 2,    

didapat persamaan 

 

 
(𝑥−𝑝)2

𝑎2    +  
(𝑦−𝑞)2

𝑏2   = 1          (2) 

𝐹1(𝑐, 0) 𝐹2(−𝑐, 0) 𝐴1(𝑎, 0) 𝐴2(−𝑎, 0) 

𝐵1(0, 𝑏) 

𝐵2(0,−𝑏) 
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Gambar 2:  Elips pada pusat (𝑝,𝑞) 

 

Persamaan Garis Singgung Melalui suatu Titik pada Elips dengan Menggunakan 

Gradien 

Misalkan titik 𝑃(𝑥1,𝑦1) terletak pada elips (1), melalui titik 𝑃(𝑥1,𝑦1) dapat dibuat 

sebuah garis yang menyinggung elips pada Gambar 3 disebut garis singgung elips. 

 
Gambar 3: Elips dengan 𝑃(0,0) 

 

Persamaan garis singgung melalui titik 𝑃(𝑥1,𝑦1) adalah 

𝑃(𝑥1,𝑦1) 

Garis singgung g 

𝐵2(0,−𝑏) 

𝑏 

𝐹1(𝑐, 0) 

𝐴1(𝑎, 0) 𝐴2(−𝑎, 0) 

𝐹2(−𝑐, 0) 

𝑃(𝑥,𝑦) 

 

𝐵1(0, 𝑏) 

𝐵2(0,−𝑏) 

𝑏 

𝐹1(𝑐, 0) 

𝐴2(−𝑎, 0) 

𝐹2(−𝑐, 0) 

𝑃(𝑥,𝑦) 

 

𝐵1(0, 𝑏) 

(𝑝, 𝑞) 

(0,0) 
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𝑦 −  𝑦1 = 𝑚 (𝑥 −  𝑥1).                                         (3) 

 

 Karena titik 𝑃(𝑥1,𝑦1) terletak pada elips, maka gradien m dapat ditentukan 

dengan memakai tafsiran geometri turunan  7, 3, 4 , yaitu 

m =   𝑑𝑦
𝑑𝑥
 

(𝑥1,,𝑦1)
. 

Dengan mengambil diferensial pada persamaan elips, didapat 

𝑑  
𝑥2

𝑎2 + 𝑑  
𝑦2

𝑏
2  = 𝑑(1) 

2𝑥

𝑎2 𝑑𝑥 + 
2𝑦

𝑏2 𝑑𝑦 = 0 

 2𝑦

𝑏2
𝑑𝑦 = −

2𝑥

𝑎2
𝑑𝑥 

 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑏2

𝑎2

𝑥

𝑦
 

                                                         𝑚 =  
𝑑𝑦
𝑑𝑥
 

(𝑥1,,𝑦1)
   =  −

𝑏2

𝑎2

𝑥1

𝑦1
     .                               .                                                                                                                             (4) 

Substitusikan persamaan (4) ke persamaan (3), didapat 

𝑦 −  𝑦1 =   −
𝑏2

𝑎2

𝑥1

𝑦1
(𝑥 −  𝑥1) 

𝑏2𝑥𝑥1 +  𝑎2𝑦1𝑦 =   𝑏2𝑥1
2 + 𝑎2𝑦1

2 . 
 

Masing-masingruas dibagi dengan 𝑎2𝑏2 , diperoleh 

𝑥𝑥1

𝑎2 +
𝑦𝑦1

𝑏2
=  

𝑥1
2

𝑎2
+

𝑦1
2

𝑏2
                                    (5)  

Karena titik P(𝑥1,𝑦1) terletak pada elips (1) maka berlaku 

𝑥1
2

𝑎2  + 
𝑦1

2

𝑏2  =1.                                                           (6) 

Persamaan (6) disubstitusikan pada persamaan (5), maka didapat persamaan garis 

singgung yang melalui titik P(𝑥1,𝑦1) pada elips (1) adalah 
𝑥𝑥1

𝑎2 +  
𝑦𝑦1

𝑏2  = 1                   (7) 

Jadi, persamaan (7) adalah persamaan garis singgung melalui suatu titik pada elips 

dengan pusat (0,0). 

 Untuk persamaan garis singgung suatu titik berada pada elips dengan 

pusat 𝑃(𝑝, 𝑞), dapat dilakukan dengan menggunakan transformasi yaitu menggeser 𝑥 

sejauh 𝑝 dan sejauh 𝑞 pada sumbu 𝑦, sehingga persamaannya menjadi 

 
(𝑥1−𝑝)(𝑥−𝑝)

𝑎2  + 
 𝑦1−𝑞 (𝑦−𝑞)

𝑏2  = 1. (8) 
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Persamaan Garis Singgung Melalui suatu Titik di Luar Elips dengan Menggunakan 

Gradien 

Untuk menentukan persamaan garis singgung melalui titik 𝐴(𝑥1,𝑦1) di luar elips, tidak 

ada rumus khusus, hanya ada langkah-langkah sebagai berikut: 

Langkah 1. Menentukan gradien garis singgung 𝑚. 

- Misalkan garis singgung 𝑙 dengan gradien 𝑚 melalui titik 𝐴(𝑥1,𝑦1), 

garis 𝑙 mempunyai persamaan 𝑦 = 𝑚  𝑥 − 𝑥1 +  𝑦1. 

- Garis 𝑙 disubstitusikan ke persamaan elips, maka didapatkan suatu 

bentuk persamaan kuadrat 𝑥 atau 𝑦. 

- Karena garis 𝑙 menyinggung elips, maka diskriminannya sama dengan 

nol, maka diperoleh nilai 𝑚1dan 𝑚2. 

Langkah 2. Membuat persamaan garis singgung dengan gradien 𝑚1 dan 𝑚2 melalui 

titik 𝐴(𝑥1, 𝑦1). 

 

Persamaan Garis Singgung Elips dengan Gradien Tertentu Menggunakan Substitusi 

dan Diskriminan 

Misalkan garis singgung l memotong sumbu y di titik  0, 𝑐  dengan gradiennya adalah 

𝑚, seperti pada Gambar 4, persamaan garis l pada persamaan (4) adalah persamaan 

garis singgung dengan gradien 𝑚 [8,1],  maka 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐         (9) 

Bila persamaan (9) disubstitusikan ke persamaan (1), maka 

 

 
Gambar 4:  Elips dengan gradien tertentu 

 

  

𝑥2

𝑎2
+  

 𝑚𝑥+𝑐 2

𝑏2
 = 1 

 (𝑏2 + 𝑎2𝑚2) 𝑥2 + (2𝑎2𝑚𝑐)𝑥 + 𝑎2𝑐2 − 𝑎2𝑏2 = 0. 

 

Karena garis l menyinggung elips (1) maka diskriminannya sama dengan nol, 

(2𝑎2𝑚𝑐)2 −  4 (𝑏2 + 𝑎2𝑚2)(𝑎2𝑐2 − 𝑎2𝑏2)= 0 

4 𝑎4𝑚2𝑐2 − 4(𝑎2𝑏2𝑐2 + 𝑎4𝑚2𝑐2 − 𝑎2𝑏4 − 𝑎4𝑚2𝑏2) = 0, 

kemudian dibagidengan 4𝑎2, diperoleh 

𝑃(𝑥1,𝑦1) 

𝑙 
𝑐 
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𝑏2𝑐2 − 𝑏4 − 𝑎2𝑚2𝑏2 = 0, 

selanjutnya dibagi dengan 𝑏2 diperoleh 

 

 𝑐 =  ± 𝑏2 +  𝑎2𝑚2 .                          (10) 

 

Substitusikan persamaan (10) ke persamaan (9), maka didapat 

 

                                                       𝑦 = 𝑚𝑥 ±   𝑏2 +  𝑎2𝑚2.                                 (11) 

 

Jadi persamaan (11) adalah persamaan garis singgung elips dengan gradien tertentu 

pada pusat   0,0 .      
 

𝟑  Alternatif Persamaan Garis Singgung Elips 
 

Persamaan Garis Singgung Pada elips dengan Menggunakan Limit 

Untuk menentukan persamaan garis singgung suatu titik pada elips dengan pusat 𝑃(0,0) 

adalah sebagai berikut. 

 Misalkan titik 𝑃 𝑥1,𝑦1  terletak pada elips (1) pada Gambar 5, maka titik 

𝑃 𝑥1,𝑦1  akan memenuhi persamaan yaitu: 

𝑥1
2

𝑎2 +
𝑦1

2

𝑏2 =  1                                                      (12) 

 
 

Gambar 5:  Garis singgung elips pada pusat 𝑃(0,0) 

 

Jika terdapat titik 𝑄(𝑥1 + ℎ,  𝑦1 + 𝑘) dekat dengan titik 𝑃 𝑥1,𝑦1  pada persamaan elips 

 12 ,  maka 

(𝑥1+ℎ)2

𝑎2 +
(𝑦1+𝑘)2

𝑏2  =  1 

𝑃(𝑥1,𝑦1) 

𝑄(𝑥1 + ℎ,𝑦1 + 𝑘) 

𝐹1  
𝐹2  

𝑘 

ℎ 

𝑃(0,0) 
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𝑥1
2+2𝑥1ℎ+ℎ2

𝑎2 +
𝑦1

2+2𝑦1𝑘+𝑘2

𝑏2  = 1                              (13) 

 
Gabungkan persamaan (12) dengan persamaan (13), sehingga 

 

𝑥1
2

𝑎2
+

 𝑦1
2

𝑏2
=
𝑥1

2+2𝑥1ℎ+ℎ2

𝑎2
+
𝑦1

2+2𝑦1𝑘+𝑘2

𝑏2
 

2𝑥1ℎ+ℎ2

𝑎2 +
2𝑦1𝑘+𝑘2

𝑏2  = 0 

ℎ  
2𝑥1+ℎ

𝑎2  +𝑘  
2𝑦1+𝑘

𝑏
2   = 0 

𝑘

ℎ  
 = −

𝑏2

𝑎2
 

2𝑥1+ℎ

2𝑦1+𝑘
  

 

Jika 𝑄 mendekati 𝑃 (Q → P), maka ℎ: = 0 dan 𝑘 ∶ = 0 dan karena kemiringan garis 

singgung adalah limit dari kemiringan tali busur maka, 

𝑚 = lim
𝑘

ℎ
 = −

𝑏
2
𝑥1

𝑎2𝑦1
 

Dengan berasumsi bahwa gradien garis singgung adalah benar −
𝑏

2
𝑥1

𝑎2𝑦1
 maka persamaan 

garis singgung elipsdi titik 𝑃 𝑥1,𝑦1 , adalah  sebagai berikut: 

 

𝑦 =  −
𝑏2𝑥1

𝑎2𝑦1

 𝑥 −  𝑥1 +  𝑦1  

𝑥𝑥1

𝑎2 +
𝑦𝑦1

𝑏2 = 
𝑥1

2

𝑎2  + 
𝑦1

2

𝑏2  

Maka persamaan garis singgungnya adalah  
      

𝑥𝑥1

𝑎2  + 
  𝑦𝑦1

𝑏
2  = 1 (14) 

 

Jadi persamaan (14) adalah persamaan garis singgung melalui suatu titik pada elips 

dengan pusat(0,0). 

 Untuk menentukan persamaan garis singgung yang melalui sutu titik pada elips 

dengan pusat (𝑝, 𝑞), bisa dilakukan dengan transformasi yaitu menggeser 𝑥 sejauh 𝑝 

dan 𝑦 sejauh 𝑞, pada Gambar 6 dapat diperlihatkan, maka persamaannya menjadi 
(𝑥1−𝑝)(𝑥−𝑝)

𝑎2  + 
 𝑦1−𝑞 (𝑦−𝑞)

𝑏2  = 1.                           (15) 
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Gambar 6: Garis singgung elips dengan gradien tertentu pada pusat 𝑃(𝑝,𝑞) 

 

Menentukan Persamaan Garis Singgung Elips dengan Gradien Tertentu 

Menggggunakan Rumus Jarak Sebuah Titik terhadap Garis 

Untuk menentukan persamaan garis singgung pada elips dengan gradien tertentu pada 

pusat (0,0), pada Gambar 7 akan diuraikan. 

 
Gambar 7:  Elips dengan gradien tertentu pusat  0,0  

 

Diketahui titik 𝐸 dan 𝐸′ berada pada garis singgung 𝐸′𝑇, dengan persamaan garis 𝐸′𝑇 

adalah 

                                                     𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛                                                    (16) 

Dikontruksikan garis 𝐹′𝐸′, 𝑂𝑄 dan 𝐹𝐸 tegak lurus terhadap garis 𝑃1𝑇 sedangkan  𝑃1𝑆  
dan 𝑃1𝑆′  tegak lurus terhadap semua sumbu, sehingga berlaku 

                                                   𝐹′𝐸′ .𝐹𝐸 =  𝑏2 .                                                 (17) 

Dengan menggunakan rumus jarak titik terhadap garis diperoleh: 

𝐴′ 

𝐵′ 

𝑇 

𝐸 

𝐸′ 

𝐹′(−𝑐, 0) 𝐹(c,0) 𝑂 

𝑄 
𝑃1 

𝑁 

𝑆′ 

𝑆 

𝑇′ 

𝐴 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 

𝑃(𝑥1,𝑦1) 

𝑄(𝑥1 + ℎ,𝑦1 + 𝑘) 

𝐹1  

𝑘 

ℎ 

𝑃(𝑥1,𝑦1) 

𝑄(𝑥1 + ℎ,𝑦1 + 𝑘) 

𝐹1  
𝐹2  

𝑘 

ℎ 

𝑃(𝑝, 𝑞) 

𝑃(0,0) 
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𝑚 −𝑐 − 0+𝑛

 𝑚2+ (−1)2
     .      

𝑚 𝑐 − 0+𝑛

 𝑚2+ (−1)2
=  𝑏2

                          (18) 

𝑛2 =  𝑚2 ( 𝑏2 + 𝑐2 ) +  𝑏2. 

Karena 𝑏2 +  𝑐2 =  𝑎2   maka   𝑛2  = 𝑎2𝑚2+ 𝑏2, sehingga 

                                               𝑛 =  ± 𝑎2𝑚2 + 𝑏2  .                                           (19) 

Substitusikan persamaan (19) kepersamaan (16), sehingga diperoleh 

                                             𝑦 = 𝑚𝑥 ± 𝑎2𝑚2 + 𝑏2   .                                       (20) 

 Untuk menentukan persamaan garis singgung elips pada pusat 𝑃 𝑝,𝑞  dengan 

menggunakan transformasi, berarti 𝑥 digeser sejauh 𝑝 dan 𝑦 sejauh 𝑏, pada Gambar 

8 dapat diperlihatkan bahwa persamaannya menjadi 

                                       𝑦 − 𝑞 = 𝑚(𝑥 − 𝑝) ± 𝑎2𝑚2 + 𝑏2                              (21) 

Jadi persamaan (21) adalah persamaan garis singgung elips dengan gradien tertentu 

pada pusat (𝑝, 𝑞). 

 

Menentuan Persamaan Garis Singgung Melalui suatu Titik di Luar Elips 

Untuk persamaan garis singgung melalui suatu titik di luar elips, tidak ada rumus 

khusus, hanya dengan memperhatikan Langkah1 dan Langkah 2, maka penulis 

menurunkan rumusnya, sebagai berikut: 

 Persamaan garis singgung dengan gradien 𝑚 melalui titik ( 𝑥1,𝑦1) adalah: 

                                              𝑦 = 𝑦1 + 𝑚  𝑥 − 𝑥1 .                                          (22) 

Persamaan (22) disubstitusikan ke dalam persamaan (1), sehingga: 

𝑥2

𝑎2
+

 𝑦1+𝑚   𝑥−𝑥1  
2

𝑏2
= 1. 

  𝑏2 + 𝑎2𝑚2 𝑥2 +  2𝑦1𝑚𝑎
2 − 2𝑥1𝑎

2𝑚2 𝑥 + 𝑎2𝑦1
2 

                                 −2𝑦1𝑚𝑥1𝑎
2 + 𝑥1

2𝑎2𝑚2 − 𝑎2𝑏2 = 0. 

Karena garis menyinggung elips, maka diskriminan sama dengan nol, sehingga     
 2𝑦1𝑚𝑎

2 − 2𝑥1𝑎
2𝑚2 2 

                                     −4 𝑏2 + 𝑎2𝑚2  𝑎2𝑦1
2 − 2𝑦1𝑚𝑥1𝑎

2 + 𝑥1
2𝑎2𝑚2 − 𝑎2𝑏2 = 0. 

Dengan menggunakan rumus abc, diperoleh 

𝑚1.2 =

−2𝑦1𝑥1𝑎
24𝑏

2
±  2𝑦1𝑥1𝑎

24𝑏
2
 

2
−4 4𝑎2𝑎2𝑏

2
−4𝑏

2
𝑥1

2
𝑎2 (4𝑏

2
𝑎

2
𝑏

2
−4𝑏

2
𝑎2𝑦1

2)

2 4𝑎2𝑎2𝑏
2
−4𝑏

2
𝑥1

2
𝑎2 

. 

𝑚1.2 =
−𝑦1𝑥1± (𝑎2𝑦1

2+𝑏2𝑥1
2−𝑎2𝑏2)

 𝑎2−𝑥1
2 

. 

Nilai 𝑚1.2 disubstitusikan ke persamaan (22), maka diperoleh 

 

𝑦1.2 =
−𝑦1𝑥1 ±  (𝑎2𝑦1

2 + 𝑏
2
𝑥1

2 − 𝑎2𝑏
2
)

 𝑎2 − 𝑥1
2 

 𝑥 − 𝑥1 +  𝑦1 . 
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Gambar 8:  Elips pada pusat 𝑃(𝑝, 𝑞) dengan gradien tertentu 

 

 

Kesimpulan 

 
Pada makalah ini sudah dibahas bagaimana menentukan persamaan garis singgung 

elips, dengan cara menggunakan gradien, dengan cara substitusi dan diskriminan 

kemudian menentukan garis  singgung di luar elips. 

 Dengan adanya perubahan kurikulum, yang sekarang sudah memasuki 

Kurikulum 2013, pada dasarnya sangat menuntut para guru agar bisa berinovasi, 

kreatif, dan memberikan solusi yang terbaik untuk siswanya. Untuk itu, penulis 

mencoba mencari alternatif lain persamaan garis singgung  elips, dengan cara 

pendekatan limit, dengan menggunakan rumus jarak titik terhadap garis.  Ternyata 

untuk menentukan persamaan garis singgung elips dengan pusat 𝑃(𝑝, 𝑞), bila 

menggunakan transformasi yang artinya menggeser 𝑥 sejauh 𝑝 dan menggeser 𝑦 sejauh 

q, akan jauh lebih mudah, cepat dan hasil dari rumusnya juga sama. 
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