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ABSTRAK
Suatu  eksponensial ~matriks A dirielkan dalam bentuk

4
e = = dengan A € ™™ dan rentang numerik dari e*

didefinisikan dengan W(E,) ={t €C:0 € F (¢*)} dengan E,(t) = e* teC
ada makalah ini dianalisis sifat-sifat dasar dari W(E,) , serta
analisis kasus untuk A Hermitian dan Skew Hermitian

Kata kunci : fungsi eksponensial matriks , rentang numerik

PENDAHULUAN.

Eksponensial matriks merupakan deret dari fungsi eksponensial yang konstantanya
diganti menjadi matriks A berukuran NX N, sehingga terbentuklah deret matriks A berukuran
nxn,

Suatu  deret matriks dapat diperluas berdasarkan. Teorema  Cayley-Hamilton yang
menguraikan polynomial nilai eigen dari suatu matriks A kedalam bentuk polinomial matriks
A nxn -

Rentang numerik dari suatu matriks secara umum telah menjadi topik penelitian yang
luas selama setiap dekade yang mengungkapkan banyak informasi tentang matriks. Rentang
numerik F(4) dari matriks 4 e C*** adalah himpunan kompak dan konvex
F(A)={x"Ax e C:x e C", x"x = 1}

={ueCA—AL l,= |lu— 4, Vie C},

dengan |.ll; menunjukkan norm spektral matriks Definisi untuk F{4) dianalisis di [9]
dengan F(.A) memuat semua nilai eigen dari A.

Rentang numerik dari polinomial matriks dibahas secara ekstensif di [8],
Jika P(p)=A_p™+A _u™t+--+4, adalah n X n matriks polinomial, maka
rentang numerik dari P () didefinisikan sebagai
W (P) = {u€ C:0E F(P W)
Untuk analisis fungsi dari matriks difokuskan pada fungsi eksponensial e“*, di mana
AeC™ dant e C

Untuk A e C™*", eksponensial dari A didefinisikan sebagali

Penelitian ini bersifat studi literatur dengan menelusuri lebih mendalam dari hasil
penelitian Christos Chorianopoulos dan Chun Hua Guo (2016) tentang Rentang Numerik
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Untuk Fungsi Eksponensial Matriks dan beberapa artikel lainnya yang terkait dengan
fungsi eksponensial matriks dan rentang numerik .

KAJIAN LITERATUR DAN MATERI PENDUKUNG
Dibagian ini dijelaskan pengertian nilai eigen dan vektor eigen untuk menjelaskan teorema
Cayley-Hamilton.

Definisi 1 [5].

Skalar A disebut nilai eigen, bila AX=Ax untuk x # 0 dengan matriks A n x n dan X adalah
vektor eigen. Selanjutnya dapat dibentuk

(M —-A)X=0 dan det (Al - A) =0, dperoleh nilai eigen Ay, Ay,...An

(1)

Definisi 2 [5].
Jika Aq,Ap,...A, adalah nilai-nilai eigen dari matriks A ordo n x n,maka dapat dibentuk
polinomial nilai eigen,

P(1)=A"+c, A"t -+ A+, (2)

Teorema 1 [5]
Misalkan A matriks n x n dan 1;=4,=....=1, adalah nilai-nilai eigennya. Dan Jika polynomial
nilai eigen matriks A : P(1) = det (1l — A) = ag+agi+apt’+..... +an1A"H+1" Maka diperoleh

P(1) = agl+a1A+a,A%+.....+4" =0 (3)

Teorema 2 [8]
Jika A matriks konstan nxn konstan dengan polynomial Karakteristik P(1), maka
eksponensial matriksnya adalah:

e™ = X, (O + X, (1)A + X5 (t)A? +---

+x, () A"
dengan,

X (t ) 2 (t )

Xz‘(t) _ Bt 402‘('[)

0
X, (t) P

B, adalah matriks untuk t=0 dan S = {g(t), ¢, (t),...,,(t)} merupakan basis solusi
sistem persamaan differensial homogen yang persamaan karakteristiknya adalah persamaan
karakteristik dari matriks A dengan p(4)=0. Penelusuran Literature tentang materi yang
berkaitan dengan eksponen matriks memberikan  informasi yang diperlukan dalam
menganalisis perumusan dari eksponen matriks baik dari segi penelaahan nilai eigen dari

matriks A tersebut maupun tinjauan tentang solusi dari sistem persamaan diferensial linier
yang dibangun oleh A .x, sebagai matriks koefisien sistem linier tersebut

METODOLOGI
Penelitian ini berbentuk studi literatur dengan menelusuri beberapa buku teks dan
journal terkait untuk menganalisa lebih lanjut tentang penyelesaian persamaan eksponensial
dan rentang numerik dari suatu matriks dengan pendekatan dan langkah-langkah berikut :
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A. Tentukan nilaieigen Ay, Az, ...., Ay dari matriks A yang diketahui .

B. Formulasikan

n
X(t)=e"x, => Z,e*x,
k=0

A-Al..
dengan Z, = [] A}
j=1,j=k ﬁ'k _/Ij
At n At

dane™=»> Ze

o _ k

x(t) = [I+zwtk]e“xo
C. Rumuskan o K
Perumusan tentang eksponensial dari suatu matriks persegi  dijabarkan melalui perluasan
fungsi matriks A yang mempunyai eigen value A1, A2, Az, ........ , An yang diformulasikan
dalam bentuk :
F(A):MF(@}+ MF(AZ) ,
(/11 - /12) (ﬂz - /11)

untuk matriks A ,,,

F(A)= (A-/”Lzl)(A—/13l}f
(/11_12)(/11 _/13)

GAKDAAD )
(/12 _ls)(ﬂvz _ﬂ'l)

GAANA AN e
(ﬂg —3«1)(&3 _12)

untuk matriks A,

(4)

D. Telaah Sifat - Sifat W(E,).

HASIL DAN PEMBAHASAN
Eksponensial Matriks

Perumusan tentang eksponensial dari suatu matriks persegi sebelumnya dijabarkan melalui
perluasan fungsi matriks A yang mempunyai eigen value A1, A2, Az, ........ , Ay yang
diformulasikan dalam bentuk :

At _ n Z At
e = e &

n
X(t)=e™x, =D Z,e™'x,
k=0

dan
A- .
dengan Z, = [ | (A-Alyd
j=1,j=k ﬂ’k _;tj
Sebagai ilustrasi , Selesaikan persamaan
x' = Ax, dengan

e A ey
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Diperoleh c(A) = det (A—Al)=0. menghasilkan A= {-1 , -2 }

A- 2, 2 171
Zl = = f
A=A, -2 -

-1 -1)1 -3
Z,X, = =
RN
. Sehingga penyelesaian dari persamaan
X = Ax adalah

2
X(t)=Y Z,e*x, =e'Z, x, +eZ, X,
k=1

el

Jika dibandingkan dengan cara biasa , dari nilaieigen A= {-1 , -2 }
diperoleh matriks P yang dibentuk oleh eigenvektor [vi , V2] ,

-1 -2

s [ AEH)

diperoleh hubungan Z;x, = c;v4
dan Zyx, = CoVs

. 1 1
sehingga P = [v1 , Vo] :[ } :

Jadi solusi persamaan
x(t) =Pe™P'x,

{2 Al
L L)

Rentang numerik F(4) dari matriks 4 € C**™ adalah himpunan kompak dan konvex
F(A)={x"Ax € C:x € C", x"x =1}
={ueClA—AL l,= |lu— 4, Vie C},
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dengan |I. I, menunjukkan norm spektral matriks Definisi untuk F(A4) dianalisis di [11]
serta F(A) memuat semua nilai eigen dari A. Rentang numerik dari polinomial matriks
dibahas secara intensif di [4]

Jika P(u)=A _pu™+A _u™1+--+4, adalah n X n matriks polinomial, maka
rentang numerik dari P () didefinisikan sebagai

W (P) = {1 € C:0 € F(P ()

Untuk analisis fungsi dari matriks difokuskan pada fungsi eksponensial 4%, di mana
AeC™ dant e C

Untuk 4 e €**", eksponensial dari 4 didefinisikan sebagai

RENTANG NUMERIK .

Rentang Numerik pada operator T merupakan himpunan bagian dari bilangan kompleks
C yang didefinisikan dalam bentuk :
W(T)= {(Tx,x),x €H,|lx|l =1}
Sifat-sifat dari W(T) memenuhi :
W(al+ fT)= a+ BW(T) ,untuk a,f € C
W(T*) ={o.0 € W(T)}
W(U*TU) = W(T) untuk suatu matriks Unitary U

Sebagai ilustrasi , Misalkan matriks A ditransformasi :
C* — C*yang direpresentasikan oleh

Az[; b],?‘ ER b EC

-
Dan misalkan (f,g) merupakan vektor satuan dalam €2 ,f = e'*Cos 8 ,g = e*¥5Sin8

ae [n,g] ,B € [0,27]

Diperoleh :
Af = (r e**Cos 8 + b e 5in 6, —re'f Sin 6)
Dan (Af, f) = r(Cos*8 — Sin*6})
+ bF~®)Sin @ Cos B =x +iy x=rCos 26 +@5iﬂ 28 Cos(f—a +vy)

y = 12l 5in 26 Cos(f — a +vy) Sin 268

¥y = argh
Diperoleh persamaan :

Z
(x —r COs 26) +y? = 2

n Sin®@ , dengan 0= @ <m

Yang merupakan himpunan lingkaran
Bentuk persamaan :

Il
Sin®26

(x—r CO0s28)* +y* =

Dapat dinyatakan dalam bentuk :
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lIBlI?

(x —r COs 20)% +y% = Sin*26

Diferensialkan ke w,r,t ,@, diperoleh :

b 2
11 Cos @

(x —r Cos B)r =

Dengzin mengelinﬂwinasi kedua persamaan diperoleh :
— bl® + }z::- =1

#+E (7))

Yang merupakan ellips dengan pusat 0 , sumbu minor b dan sumbu may+/ 4% + kZor

Perumusan tentang rentang numerik matriks eksponensial ditelaah berdasarkan difinisi

berikut :

Untuk suatu 4 € ™" misalkan

E,(t) =e%, t € C,rentangnumerik dari E,(t) didefinisikan sebagai berikut :

Definisi 3 [2]
Rentang numerikal dari E, () adalah
W(E,) ={tecC:0

€ F(e*)} (4)

dan memenuhi : )
tEC: x* ey =0,

W) = {untuk suatux == 0 dan x € IE“}
tece® AL 1,214|y; e ¢ @
Teorema 3.
Misalkan 4 € C™*™.maka W(E,) tidak kosong jika dan hanya jika A bukan matriks skalar.
Bukti.

Jika A adalah matriks skalar (A4 = ¢I, untuk suatu ¢ kompleks), maka

W (E,) adalah kosong karena F(e“) = {e°*} dan jelas {e°*]} = 0.
Misalkan 4 bukan matriks skalar,Akan dutunjukkan W(E,) tidak kosong dengan
induksi pada ukuran n dari A.
Ambil U7 suatu matriks unitary sedemikian hingga 4 = U = RU dan R adalah matriks segitiga
atas. Diperoleh e®* = U*e® U, sedemikian hingga F(e“*) = F(e®*)untuk setiap t € .
Oleh karena itu W({E,) = W(Eg). Sehingga A merupakan matriks segitiga atas.
Misalkan A matriks kompleks 2 x 2

Agt__Aat
At g8 "
|:“;||;Il ;] diperoleh oAt — |€ @ A4, ] dengan A4, = 4,;jika 4, = 4, = A maka
2 D e"lzr

e“lr _ e"lt eirat
ﬂ eﬂ.t '

Jika A memiliki dua nilai eigen yang berbeda maka F(e“*) adalah konvex untuk semua
t, itu sudah cukup untuk menunjukkan bahwa selalu ada t kompleks yang menghubungkan

265

@ Repository University Of Riau
PERPUSTAKAAND UNIUVUERSITAHAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/



&

segmen garis e*® dan e®2® melalui titik 0 atau dengan Kkata lain untuk suatu at € C
sedemikian hingga g € (0,1) maka

petf + (1—ple’t = 0,

Atau  eltmh)t = —?, sehingga g4 ~Aa e (Zk+1mi — —lp;p, di mana k € Z. Oleh karena

itu, dapat dipilih t sehingga

l:rr,l;—P + (2k + 1)mi
t= :
Ay — 4,

s

ke T (5)
Jikad, =1, =1, maka Fl(e®)={zeC: |z—e¥| < |Z|le® |}

.Jadi, 0 € F(e*) jika dan hanya jika |t| = E Oleh karena itu W(E,) = {t € C: |t| = E}

Misalkan W(E,) # @ untuk setiap matriks segitiga atas A berukuran k x k A, dengan
k = 2. Jadi terdapat t, € C sedemikian hingga xje“"°x, = 0untuk suatu x, # 0 ,x, € C*.
Untuk setiap (k + 1) x (k + 1) matriks segitiga atas A , Terdapat tiga kemungkinan:

7 T
A=[A F], atauﬁl=[f F],

0 ¢ 0 A4
atau

A a
A
A

dimana y € C*,# € C,a = 0, dan A matriks segitiga atas berukuran k x k .

e Sifat—Sifat W(E,)
Misalkan A € €**™, Rentang numerik dari A didefinisikan dengan
W(4d) = {x*dx:xeC™x"x =1}  [3]
Teorema 4.
Misalkan 4 € C™*", &, f € C.
W(aA+BI) = aW(4) + 8.
W(U*AU) = W(A) untuk setiap Unitary U € €™
Misalkan k € {1, ...,n — 1}dan X € C*** memenuhi X*X = I,
Maka WI(X*AX) S W(A).
Kelas khusus dari matriks
Sifat dan karakteristik menggambarkan interaksi antara sifat-sifat geometris dari W (4) dan
sifat-sifat aljabar 4 € C™*™ [11]

Teorema 5.
Misalkan 4 € C™*",

A = Al jika dan hanya jika W(A4) ={i}.

A = A" jika dan hanya jika W({A4) S IR.

A = A" adalah definit positif jika dan hanya jika W (A4) < (0, co).

A = A" adalah semidefinite positif jika dan hanya jika W(4) < [0, c0).
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Rentang numerik dari matriks Hermitian H adalah interval tertutup pada sumbu real,
yang titik akhir dibentuk oleh eigen ekstrim H.

a, 0 e O
':I aﬂ B .
: ] ] dengana, =a, = < a,
0 e 0 a,

karena #(H,x) = x*Hx = X_, a,x,x,. misalkan x menjadi vektor dengan komponen riel

&y, n &y dengan &2 = 1. Maka  @(H,x) = X7, a,&2. ¢(H, x) mengasumsikan nilai eigen
ekstrim a,, ..., a,, dari matriks diagonal # hanya untuk vektor eigen

1 0
0 0

x=|0{, =x,=|0 sembarang Unitary U dari persamaan yang ekuivalen
0 1

Hx = ax, (U*HU)U*x = all*x
Nilai eigen ekstrim U*HU diasumsikan hanya untuk vektor eigen dalam fungsi € (U*HU,x)

Untuk setiap matriks kompleks A dapat dibagi menjadi dua komponen sehingga
A =H,iH,,
dimana H, dan H, adalah matriks Hermitian yang berhubungan dengan A:
A+ 4" A—A
Hy ' z = .
2 2
Dari ini diperoleh €(4,x) = ¢(H,,x) + i®(H,,x).
dimana € (H,,x) dan €(H,, x) adalah komponen riel untuk setiap vektor x.
Teorema 6. Misalkan A € C™*" bukan matriks skalar dan t € W(E,)

maka [t| = s (6)

[A—ki, |,

kel

Bukti.

Karena t € W(E,),
| e — AL, lI,= | 4|, ¥4 € € Untuk A = 1diperoleh || e** — A, [l,= 1. .
Karena 0 € F(e**),0 € e ™ F(e%) = F(e* *n), Untuk setiap k € C..
Oleh karena itu

| eAtktln — L1, <1 (7)
Diperoleh hubungan

| XY — X |, < (el¥lz — 1)el¥lz,
di mana X,Y¥ adalah matriks persegi dengan ukuran yang sama. Untuk ¥ = At — ktI, dan
X=0
ketaksamaan menjadi

I gAt—ktly _ I <l g At—ktly I,—1 [B]
Menggabungkan ketaksamaan(7) dan (8) diperoleh 1 <|| e“*~**n | ,— 1, atau
In2 =< [t||A—kl,ll, ,Ketaksamaan padateorema (6) terbukti. Type equation here.
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KESIMPULAN
Dari hasil penelitian ini diperoleh kesimpulan Fungsi eksponensial matriks diperoleh dari
Solusi persamaan
x' = Ax dalam bentuk x(t) =e *'x, = et Mty = A My

= [|+(A—/u)t+(A—/1|)2%2l+...]eﬂxo

k
A2 g

xt) = [1+3) :

Suatu rentang numerik dari operator T yang merupakan subset dari bilangan kompleks C
dalam  bentuk . w(T)={(T,.).x € H ,llxll=1 } diperoleh hubungan

W(al+ fT)= a+ SWI(T),

untuk a,f € Cdan W(T*)

={4 ..,4,} e W(T) serta W(U'TU) = W(T) untuk suatu matrik Unitary U

Untuk suatu matriks Hermitian H, maka w(H) = {t:4, =t < 1, }

dimana A, dan A, merupakan eigen value terkecil dan terbesar dari Matriks H

dan jika |lvll = 1 dan ||H,,|| = 4, Maka v merupakan egenvektor yang berkoresponden

dengan 4,,
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