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Abstract: This paper discusses an approach to determine the optimal solution of the unbalanced
transportation problems detailing the work of Ji and Chi published in Asia Pacific Journal of Operational
Research 19, pp. 34-45 (2002). The objective function of the problem is to minimize the total shipping
costs. Starting from building dual of the primal transportation problems, this transportation problem is
solved by using a dual-matrix approach algorithm to obtain allocation of more profitable products.
Finally, we show a numerical example how the method works.
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1. Pendahuluan

Model awal transportasi dipelopori oleh Hitchock pada tahun 1941 dalam kertas kerjanya yang
berjudul The Distribution of a Product from Several Sources to Numerous Location dan kemudian
dikembangkan oleh Koopmans dalam kertas kerjanya Optimum Utilization of the Transportation
System [9]. Selanjutnya perumusan persoalan program linear dan cara pemecahan yang sistimatis
dikembangkan oleh Danzig [11, hal:175]. Ciri-ciri khusus persoalan transportasi. Terdapat
sejumlah sumber dan sejumlah destinasi tertentu. Kualitas produk yang didistribusikan dari setiap
sumber dan yang diminta oleh destinasi besarnya ditentukan. Produk yang dikirim dari suatu
sumber ke suatu destinasi besarnya tertentu. Ongkos pengiriman produk dari sumber ke suatu
destinasi, besarnya tertentu. Dalam hal ini dibahas mengenai penyelesaian persoalan transportasi,
kemudian digunakan pendekatan yang menggunakan dual dari persoalan transportasi sebagai
pengganti primal dan menghasilkan solusi optimal dari dual dengan menggunakan operasi matriks
yang dinamakan dengan pendekatan dual-matrix.

Ongkos pengiriman produk dari sumber ke suatu destinasi, besarnya tertentu. Dalam hal
ini dibahas mengenai penyelesaian persoalan transportasi, kemudian digunakan pendekatan yang
menggunakan dual dari persoalan transportasi sebagai pengganti primal dan menghasilkan solusi
optimal dari dual dengan menggunakan operasi matriks yang dinamakan dengan pendekatan dual-
matrix.

2. Metode pendekatan pada Dual-Matriks

Yang menjadi permasalahan ini adalah apabila persoalan transportasi tersebut tidak seimbang.
Dalam praktek di lapangan sering dijumpai persoalan transportasi tidak seimbang. Dengan
menggunakan metode simplex transportasi untuk menemukan solusi optimum maka persoalan
tersebut harus diseimbangkan terlebih dahulu.

Persoalan transportasi yang dihadapi pada persoalan ini sama dengan persoalan
sebelumnya, dengan menentukan solusi optimum sehingga biaya transportasi yang dikeluarkan
adalah minimum. Dalam pencarian solusi optimumpada persoalan ini digunakan suatu pendekatan
dengan menggunakan operasi matriks yang disebut dengan pendekatan dual-matrix. Sama halnya
dengan metode simplex transportasi, sel yang digunakan pada pendekatan dual-matrix adalah sel
basis dan semua sel lainnya merupakan sel nonbasis. Ide utama pendekatan dual-matrix adalah
menentukan solusi fisibel dari persoalan dual dan mengkorespondensikannya ke matriks [8]. Teori
dualitas digunakan untuk meng-cek kondisi optimal dan menentukan sel keluar. Selama proses
iterasi untuk menentukan solusi optimal pada pendekatan dual-matriks kasus degenerasi diabaikan.
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Secara ringkas, algoritma pendekatan dual-matrix untuk persoalan transportasi adalah sebagai
berikut:

Langkah 0. Inisialisasi, yaitu pemberian nilai awal pada suatu variabel.

0.1  Inisialisasi ke bentuk matriks untuk menentukan solusi fisibel basis awal dengan
membentuk himpunan permintaan dan negatif persedian,

A = {b1,bz,...,bn,_al,_az,...,_am}

0.2  Dengan mengambil
u; =20 (i =12...,m) dan

v = ¢y = min C; =1, 2,...,m};j =12,...,n

untuk menentukan nilai dari variabel dual ui dan vj .Jika sama maka pilih salah satu, dengan sel
C;j berkorespondensi dengan (i;,),(j = 1,2,...,n).

0.3  Kemudian dibangun himpunan sel basis yang dinotasikan dengan I’

I'= {(i,1), (i 2),...,(in),(1,0),(2,0),...,(m0)},
dengan sel (1,0),(2,0),...,(m,0) disebut virtual sel karena sel-sel tersebut tidak ada pada
matriks transportasi.
0.4  Selanjutnya dibentuk matriks D = [d;; ] berukuran (m + n) X (m + n), dengan
1 i,j=12,..,n
-1 i=12,..,n;n+i;,n+1i,, ...,n+in1

dij =9 _4 Lj=n+1n+2..,n+m
0 lainnya
dan kemudian menghitung nilai dari fungsi tujuan
n m
Zd = Z bJU] - Z aiui
j=1 i=1

Langkah 1. Menentukan sel yang akan meninggalkan basis.Untuk menentukan sel yang
meninggalkan basis pada pendekatan dual-matrix sama seperti menentukan variabel keluar pada
metode simplex transportasi.
1.1  Dihitung

Y = AD.
1.2 Menentukan nilai terkecil y, pada elemen-elemen Y, yaitu nilai elemen ke-k di Y yang
terkecil. Apabila terdapat nilai terkecil yang sama, pilih salah satu.
1.3 Jika y, = 0, solusi optimal (solusi dual dan primal), maka iterasi berhenti. Sebaliknya sel
yang meninggalkan basis adalah elemen ke-k pada I, yaitu sel (i, ji)-

Langkah 2. Menentukan sel yang akan masuk basis.
2.1 Untuk menentukan sel yang masuk basis, misalkan
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q17 [Dk] P17 [nek]
q2 dak p2 Ani2k
= ) = ’ , P = ' = '
¢ q; djx pi ik
-qn- -dn,k- D -dn+m,k-

Dengan @Q adalah matriks n X 1 dan P adalah matriks (n + 1) x 1.

2.2 Kemudian dihitung p; — q; untuk semua sel non basis. Jika p; — q; < 0 , maka solusi
fisibel untuk persoalan dual tidak terbatas dan persoalan primal tidak punya solusi, maka iterasi
berhenti. Sebaliknya, dihitung

91:]‘ :Cij+ U; _Uj ]lka pl - q] > 0.
2.3 Selanjutnya menentukan nilai terkecil 85, pada semua 6;; , dan sel (s,t) merupakan sel
yang akan masuk basis. Apabila ada nilai yang sama, maka pilih salah satu

Langkah 3. Update.
3.1  Update matriks D.
Untuk elemen kolom k,
dyp =—dy (1=1,2,..,m+n)
Untuk elemen kolom lainnya,

5 - - r=12,..,.k—1,k+1,... m+n
dur = =diy + (duelssny = dir)due {l: 1,2, k=1,k+1,..,m+n

3.2 Meng-update himpunan I" dengan mengganti sel ke-k (i, j, ) dengan sel yang masuk

basis (s, 7).
3.3 Meng-update nilai I"

Ui =u;—0up;, i=12,..,m
9i:17i_95tpj' j=1,2,...,m
dan nilai fungsi tujuan
n m
Zg = Z ij] — Z a;u;
j=1 i=1

Kemudian kembali ke langkah 1 untuk menguji keoptimalan solusi.
3. Persoalan Transportasi dengan Pendekatan Dual-Matrix

Dari persoalan transportasi tersebut misalkan sebuah perusahaan memiliki tiga pabrik S;, S,, S; dan

tiga gudang, D,, D,, D, di enam lokasi yang berbeda. Jumlah total produk yang dihasilkan pabrik

adalah sebagai berikut:
S1: 140 unit
S, 1 120 unit
S3: 110 unit
dan total permintaan dari gudang adalah sebagai berikut:
D;: 100 unit
D,: 60 unit
D3 : 80 unit

Biaya pendistribusian (dalam unit mata uang) satu jenis produk per unit antara pabrik dan gudang
dapat dilihat pada Tabel 3.1
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Tabel 1: Contoh Persoalan

dari/ke D, D, Ds
S: 5 4 9
S, 6 5 10
S3 7 2 8

Untuk menentukan solusi optimal persoalan tersebut, langkah pertama yang harus dilakukan
adalah mengubah persoalan tersebut ke persoalan dual. Persoalan dual merupakan persoalan kedua
dari primal, maka untuk menentukan dual dari persoalan tersebut langkah yang harus dilakukan
adalah menentukan primal dari persoalan tersebut terlebih dahulu. Fungsi tujuan untuk model
primal dari persoalan:

min z =5x;; +4x, + 9x3+6x,; +5x55 + 10 x5 + 9 x31 + 2 x5, + 8 x35

Kendala pada persoalan transportasi terdiri dari beberapa kendala yaitu, kendala persediaan,
kendala permintaan, dan kendala tak negatif dan integer.
Kendala persediaan:
x11 + X12 + X33 < 140
Xp1 + Xopy + X33 <120
X31 + X35 + X33 < 110
Kendala permintaan:
X11 + X1 +x13 = 100
Xp1 + Xgy + Xp3 = 60
X371 + X35 + x33 = 80
Kendala tak negatif dan integer: x; = 0 dan integer.

Persoalan transportasi tersebut tidak normal maka untuk mengubah persoalan transportasi menjadi
persoalan normal, kalikan setiap kendala bertanda < dengan bilangan —1. Sehingga kendala
persediaan menjadi,
X11 + X12 +x13 =2 —140
Xp1 + Xop + x93 = —120
X31 + X35 + X33 = —110

Misalkan u; dan v; adalah variabel dual dari persoalan transportasi. Berdasarkan
Teorema 2.3, maka bentuk dual dari persoalan transportasi perusahaan pada
Tabel 1 adalah

maks:  zg = ¥j.1bjv; — XL, aiu;

kendala :
vy—u; <5
v, —u; <4
vz—u; <9
V1 —U; <6
v, —uU, <5
V3 — Uy <10
vy —uz <7
vy, —uUz < 2
vz —u3; <8
uivj >0
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Selanjutnya persoalan tersebut akan diselesaikan dengan pendekatan dual-matrix. Untuk
menyelesaikan persoalan transportasi tersebut dimulai dengan langkah nol.

Langkah 0. Inisialisasi.
0.1 Inisialisasi persoalan transportasi dengan menentukan matriks A, yang mana entri-
entri dari matriks 4 adalah permintaan dan negatif persediaan.
A = {100, 60, 80,-140,—-120,—110} .
02. Dengan mengambil u; = 0, dengani = 1, 2, 3 dan v; adalah nilai terkecil dari kolom j,
dengan sel ¢;; berkorespondensi dengan (ij, j)
vy = & = min{cyy, 31,631} = min{5,6,7} = 5

Sel terpilih adalah c;, yang berkorespondensi dengan sel (i;, 1)

v, = &, = min{cy,, €52, €32} = min{4,5,2} = 2
Sel terpilih adalah c;, yang berkorespondensi dengan sel (i, 2).

V3 = ;3 = min{c;3, C33, €33} = min{9, 10,8} = 8
Sel terpilih adalah ¢35 yang berkorespondensi dengan sel (i, 3).

Kemudian, dibangun himpunan I
F = {(ill 1)1 (iZ; 2); (i3l 3)! (1'0)' (2'0)' (310)}
= {(1'1)' (3'2)' (313)1 (110)1 (2'0)' (3!0)}
dari jumlah anggota himpunanan 1" diketahui bahwa matriks (D) berukuran 6 x 6.

0.3 Langkah terakhir pada langkah ke-0, yaitu membentuk matriks D = [d;], dengan penentuan
entri- entri dari matriks D berdasarkan ketentuan berikut:

1 §4,j=1273
d. = -1 i=123j=34+13+2,3+3
7)) -1 1ij=3+13+23+3
0 lainnya
Jadi, matriks D
100-1 0 O
010 0 0-1
001 0 0-1
D =

000-10 0
000 0-10
000 00 —1]

kemudian hitung nilai fungsi tujuan
Zg = Z?=1 ijj - Z?=1 a;u;
= 100(5) + 60(2) + 80(8) — 140(0) — 120(0) — 100(0)

= 1260
Langkah 1. Menentukan sel yang akan meninggalkan basis. Dimulai dengan menghitung.
Y =AD
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1001 0 0 -1 0 0] [100
600100 0-1| | 60
8010 010 0-1] |80
~140 0 0 0-10 0| | 40
~120 |0 0 0 0-10| |120
~1100 0 0 0 01| [-30]

Jadi, dari matriks Y diperoleh ys yang merupakan nilai terkecil dari y, yang mana ys< 0
sehingga solusi belum optimal , dengan kata lain sel yang meninggalkan basis adalah elemen ke 6
pada I, yaitu (3,0). Oleh karena itu iterasi berlanjut ke langkah 2.

Langkah 2. Menentukan sel yang akan masuk basis dengan

d,] [0 d] [0
o = |de|=|-1] r-|dss|=| O],
dy | |-1 d.| |-1

Selanjutnya dihitung p,—¢; untuk semua sel nonbasis dan menentukan nilai Qij terkecil dari p;—q;

> 0, yaitu:
P1—q¢=0-0=0
P1—q=0-(-1)=1
pp—qz=0-(-1)=1
p2—q:=0-0=0
P2—q=0-(-1) =1
P2—qz=0—-(-1) =1
pz3—q =-1-0=-1
pz3—q;=-1—-(-1)=0
p3—qz=-1—1=0

dan nilai

912=C12+u1+v1=4+0+2=2
913=C13+u1+3=9+0_8=1
922=C22+UZ_U2 =5+0_2=3
923 :Cz3+u2—173 :10+0_8:2
Sehingga nilai terkecil adalah 1 pada 913 yang berkorespondensi dengan sel (1, 3) yang
merupakan sel masuk.

Langkah 3. Update.

3.1 Dimulai dengan meng-update matriks D. Untuk kolom ke-6 di D: d16 ,1=1,2,3,4,5,6

. dis 01 [0

ds6 [dzel —1-I [11

d3e| _ |d36 _ |11

duo | [das| ol 1o

e e L)l

—ass— 66 -

Untuk kolom lainnya di D:
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_6115_ dys _Cfls_ [ 07 0 0
‘{25 dys C{ze 8 1 8
dss dss dse
dys d45 dye 0 0 0
dss [dss dse -1 1 -1
dgs 65 deed L 0 ol Lo
Kolom 6?14
(dy,] dy, dig] —17 01 —17
d24- [d24] d26 0 1 _1
dso| _|dsl o o
~ Id I (d44 d34) ~ = _1 + (_1 - 0) 0 = _1
d4—4— | d | d4—6 0 0 -1
dsa ds dse 0 1 0
_dA64__ 64 ,dA66_ ’_1‘ '0' _1'
Kolom 6?13
G [d13] %o 0] 0 0
das | |das | el 1 1| |1
daz| _|dss _ dse _|0| PN IR
|~ | das + (dyz — ds3) d —|0|+(0 1)|0|—| 0|
5 d 5 0 0 0
dss| | dse| o] B I
- d A 0 1 -1
Ld g3 o3 Ll
Kolom ‘;’12
iz [di2] ‘e 0] 01 107
d22 Idzzl d26 1 [1] 1
dsz| _ |ds2 ds6 _|0| _ |1|_|0|
o e At I H A A
5 d 5 0 0f {0
ds; 52 dse
) o | Lo HIN
62 66
Kolom c;'“
D] rdy, dis] 4 o7 11
da1 % dae [0] 1 [0]
dsy d3y dse |0| 1 |0|
= +(dy; — d 0 = +(0-0 =
dyq da (dss 31) due 0 ( ) 0ol 10
in| | & il 9 o1
Ldg, ot Ldge
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3.2  Kemudian meng-update himpunan I' dengan mengganti sel yang meninggalkan basis (3,
0) dengan sel yang masuk basis (1, 3) sehingga himpunan menjadi:

I'={(1,1),3,2),3,3),(1,0),(2,0), (1, 3)} .
3.3 Selanjutnya meng-update nilai u; dan v; ,

1=U =0;3p;=0-1(0)=0
013p, =0—-1(0) =0
3 =u; =03p3=0—-1(-1) =1
Dy =v; =013q. =5-1(0) =5
Dy =v; =013, =2—-1(-1) =3
Dy =v; =013 =8—-1(-1) =9
dan kemudian hitung fungsi tujuan
Zq = Nio by — ¥, auy
=100(5) + 80(3) +80(9) —140(0) —120(0) —110(1)
= 1290.
Kemudian kembali ke Langkah 1 untuk menguji keoptimalan solusi.

Il e

az =Uu;

Langkah 1° .
Dengan menghitung Y = AD
[100] 10 0-100 100
|60| 01-1-101 60
v= 80 00 0-101)|_1]50
|—140 00 0-100 10
—-1201 10 0 0 -1 00 120
l—110J 00-1-101 30

Kemudian menentukan nilai terkecil y,. Nilai terkecil y, adalah 10 dengan k= 4. Karena y, = 0
maka solusi telah optimal, iterasi selesai. Hal ini menunjukkan bahwa solusi optimal telah
diperoleh, yaitu x;; = 100, x3, = 60, x33 = 50,x33 = 50, x;, = 10, x;; = 120, dan x;53 = 30
dengan fungsi nilai tujuan z; = 1290. Kombinasi pabrik-gudang untuk perusahaan adalah pabrik
I-gudang 1 dengan alokasi 100 unit produk, pabrik 3-gudang 2 dengan alokasi 60 unit produk,
pabrik 3-gudang 3 dengan alokasi 50 unit produk, Pabrik 1-gudang 3 dengan alokasi 30 unit
produk dengan total biaya transportasi 1290 (dalam satuan mata uang).

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dikemukakan pada bab-bab sebelumnya dapat disimpulkan
bahwa dalam menyelesaikan persoalan transportasi dengan pendekatan dual-matrix, dimulai dari
penentuan solusi fisibel awal dari persoalan dual dan dengan menggunakan matriks untuk
mendapatkan solusi yanglebih baik dari solusi sebelumnya sampai solusi optimal diperoleh.
Pendekatan dual-matrix bisa diaplikasikan pada persoalan transportasi seimbang maupun
persoalan transportasi tak seimbang. Akan tetapi, penggunaan pendekatan dual-matrix dirasa lebih
efisien pada persoalan transportasi tak seimbang dikarenakan pada pendekatan dual-matrix tidak
perlu menyeimbangkan persoalan, berbeda dengan metode simplex transportasi yang harus
menyeimbangkan persoalan transportasi tak seimbang dengan menambahkan sumber dummy atau
destinasi dummy. Dalam menentukan solusi fisibel awal atau disuatu tahapan pemecahan pada
metode simplex transportasi tidak menutup kemungkinan terjadinya degenerasi, yaitu solusi
persoalan transportsi # m + n — 1. Untuk memperoleh solusi awal dan basic tree maka harus
ditambahkan satu sel dengan alokasi nol sedemikian sehingga sel-sel tersebut membentuk basic
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tree. Akan tetapi, dengan pendekatan dual-matix tidak perlu memikirkan degenerasi karena
pendekatan dual-matrix mengabaikan degenerasi.
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