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Ringkasan

We discussed some derivations of Simpson rule formulas that are not commonly discussed in
numerical analysis texts. The derivation involved a Lagrange interpolating polynomial, and a
quadratic polynomial apalytically and a combination of trapezoidal rule and midpoint rule, and
a combination trapezoidal rule analytically and numerically. All the derivations ended up with
the same formula of Simpson rule.
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Ringkasan

Artikel ini membahas beberapa cara penurunan metode integrasi numerik, aturan Simpsen, yang
sering tidak di sajikan di buku-buku teks metode numerik. Penurunan meliputi penggunaan
interpolasi palynomial Lagrange, polynomial kuadratik, kombinasi aturan trapesium dan titik
tengah secars analitik dan numerik, kombinasi aturan trapesium secara anlitik dan numerik.
Secara umum semua penurunan menemukan formula aturan Simpson yang sama.
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1 Pendahuluan

Diberikan sebuah fungsi f yang terdefinisi pada interval berhingga [a,b]. Selanjutnya kita tertarik
untuk mengevaluasi integral tentu

&
ffww' (1)

dengan asumsi bahwa f dapat diintegralkan. Beberapa alasan mengharuskan digunakannya integra-
s1 secara numerik untuk mengaproksimasi (1). Integrasi secara numerik, yang dikenal juga dengan
quadrature, merupakan suatu materi yang dibahas pada mata kuliah metode/analisa numerik, yang
merupakan mata kuliah wajib di semua jurusan matematika. Secara rinci penyajian integrasi nu-
merik sering dimulai dengan aturan trapesium kemudian dilanjutkan dengan aturan Simpson.

Untuk mengaproksimasi integral (1), diaproksimasi f() dengan garis lurus yang menghubungkan
titik (a, f(a)} dengan (&, f(b)),

flz) = m’—-—;i—?ﬂ(m —a)+ f(a).

Dengan mengintegralkan garis lurus ini dari e ke b dipercleh aturan trapesium

b b-a
[ fa)a = 2525w + $0) = T
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Bila diaproksimasi f(z) dengan fungsi konstan f((a + b)/2), kemudian diintegralkan dari a ke b
dipercleh aturan titik tengah

/:f{:v)d:c - (b_a)f(“';’b) = Mp.

Dalam penyajian aturan Simpson, yang merupakan salah satu Newton-Cotes formula, disajikan
dengan menggunakan polinomial Lagrange berorde dua dengan panjang selang yang sama, pa(z),
untuk mengaproksimasi f{x) pada [a,b] . Misalkan'¢ = (a + b)/2, dan h = b — g, maka

’ _ -9 -b) (x —a)(z — b} (z —a){z —c)
e = | (S o+ e 9+ Gmeg 0)e @)

Dengan menghitung integral diruas kanan diperoleh aturan Simpson

[ @ = (s + 47(%F2) + 1) 3)

Teknis penyajian di seperti ini dapat dilihat pada Atkinson{1989), Burden dan Faires (1993), Conte
and de Boor {1980), Friedman dan Kandel (1993), Gerald dan Wheatly (1994), Hildebrand (1987),
Hoffman (2001}, Isaacson dan Keller (1994), James et. all. (1993), Kahaner et. all. (1989), Kincaid
dan Cheney (1991), Kiusalaas (2000), Maron dan Lopez (1991}, Mathew dan Fink (1999), Mour-
sund (1967), Nakamura (1993), Patel (1994), Phillips dan Taylor (1996), Quarteroni et. all. (2000),
Ralston dan Rabinowitz (1978), Rice (1993), scheid (1968), Steward (1996), Stoer dan Bulir-
sch (1980), Suli dan Mayer (2003}, dan Young dan Gregory {1988) [1, 3, 4, 7, 8, 11, 12, 15, 16,
17, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 27, 26, 29, 30, 31, 33, 34, 36, 37, 38|

Pada artikel ini disajiken beberapa teknis penurunan metode Simpson selain dari menggunakan
interpolasi Lagrange sebagaimana (2). Dalam penyajian notasi yang sama disetiap bagian boleh
jadi mempunyai arti yang berbeda pada bagian lain.

2 Penurunan Alternatif Aturan Simpson

2.1 Penurunan Aturan Simpson: Metode Bobot Taktentu

Untuk menurunkan aturan Simpson dalam mengaproksimasi | : f{z}dz dengan metode bobot tak-
tentu (2, 9, 15, 16, 19, 34, 38|, akan ditentukan bobot wg, w; dan w; sedemikian hingga

/ﬂ ' ) = wof @) + wnf(252) 4 waf ) 4)

eksaks untuk sebarang polinomial yang berorde dua atau febil kecil dari dua. Dengan memisalkan
h = b —a dan mensubsitusikan f(z) =1, f(z)={z - ) flzy={x—- _ié)? secara berturut-turut
ke (4), diperoleh

h=wy+uw + w2

0= —Ewn + -h:‘w2
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Penyelesaian dari sistem ini adalah

0=g W=7 2= g
Dengan demikian diperoleh aturan Simpson
b
h a+b
[ f6an = 5 (10 + 41 (52) + 1) )
2
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2.2 Penurunan Aturan Simpson: Ekspansi Taylor

Ide penurunan formula aturan Simpson ini berasal dari referensi [32]. Andaikan f memenuhi hipotesa
teorema Taylor pada [a,8]. Misalkan m = (a + b)/2, h = b — a, dan untuk sebarang z € [e,d),
ekspansikan f(z) dalam deret Taylor sekitar m. Pengintegralan kedua ruas terhadap x pada |a, 8]
diperoleh aturan titik tengah

f(w)d$=hf(m) z ,f‘"( ) f“”(m) (6)
A 2231

245'

Selanjutnya dengan menggunakan ekspansikan Taylor yang sama untuk menyatakan f{a) dan
f(b) sekitar m, kemudian menghitung {f(e) + f{6))/2 dan menyelesaikan untuk f{m) diperoleh

2
fim) = LI i) . 0y 4 (7

Dengan mensubstitusikan persamaan (7) ke persamaan (6) dan mengumpulkan pangkat yang ber-
sesuaian dari & diperoleh aturan trapesium

b 2h3 i 4
[ ftaras = nHOLIO B iy S 10m) - ®

Perhatikan bahwa koefisien f”(m) dari persamaan (8) adalah dua kali koefisien dari f”(m) persa-
maan {6). Jadi dengan mengalikan kedua ruas persamaan (6) dengan dua dan menjumlahkannya
dengan persamaan (8) dan menyederhanakan diperoleh aturan Simpson berikut

[ o = B asem) + 500 - i s Om - Oy (@)

233 3!

2.3 Penurunan Aturan Simpson: Kombinasi T dan Mg

Sebagaimana diketahui bahwa aturan trapesium dan titik tengah untuk mengapproksimasi | j flz)dz
diberikan oleh

Tr = 222(f(a) + £0),
dan +h
Mg = (b—-a)f(a > )

Forsythe et. all (1977), Phillips dan Taylor (1996} dan Siili dan Mayers (2003) 6, 27, 37] menjelaskan
secara analitik bahwa aturan Simpson dapat diperoleh dari kombinasi linear T dan Mpz. Horwi-
tz(1993) [13] menyajikan teknis kombinasi Tg dan Mg ini untuk aturan Simpson yang diperluas
menggunakan polinomial, yang berlaku juga untuk aturan Simpson tanpa diperiuas , yaitu

Sp= z(Tr + 2Mg)

({b % (F(a) + F(B)) + 20 - "’)f(H b))

_(b—a) ( a+b

= (@ +4f(=5=) + 1)) (10)
Penurunan aturan Simpson dapat juga dilakukan melalui kombinasi konvek aturan trapesium

dan aturan titik tengah, melalui simulasi numerik. Teknisnya adalah dengan menyajikan aturan

Simpson sebagai berikut.:

= L)

L]

Sarm = (1 —a)Tr + Mg, dengan a€{(0,1). (11}

Sebagaimana diketahui aturan Simpson adalah eksak untuk polinomial Kubik. Jadi untuk menda-
patkan o agar formula (11) eksaks untuk polinomial kubik dilakukan simulasi dengan mengambil
beberapa nilai o € (0,1). Nilal a yang menghasilkan | | cf' z3dz — Sprar} = 0 merupakan o yang
terbaik. Akan tetapi karena kita melakukan simulasi, nilai « terbaik diperoleh bila

min
ae(0,1)

b
2idz —-SRTM|‘ (12)
[

3
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Pertama-tama dilakukan simulasi untuk 100 nilai & € (0,1), kemudian diambil interval terkecil yang
memuat o "terbail’, katakan [d), ds] . Kemudian dilakukan lagi simulasi untuk 1000 nilai a € (d1,da).
Dari simulasi ini diperoleh interval yang memuat o 'terbaik’, katakan [e1; e2). Pada interval terakhir
yang memuat ¢ ‘terbaik’ dilakukan simulasi untuk 10000 nilai o € (e1,e2). Hasil simulasi terakhir
pada interval ini mempercleh nilai @ = 0.66666 = 2/3 yang membuat (12) minimum. Jadi diperoleh

1 2
Spr = 3R+ 3 M=, (13)

yang tidak lain adalah aturan Simpson yang telah diperoleh pada (10).

2.4 Penurunan Aturan Simpson: Kombinasi Aturan Trapesium

Metode integrasi Romberg yang detailnya dapat rujuk pada Atkinson (1989), Buchanan dan Tur-
ner (1892), Burden dan Faires (1993), Forsythe et. all. (1977), Friedman dan Kandel (1993), Gerald
dan Wheatly (1994), Henrici (1964) Hildebrand (1987), Hoffman (2001), James et. ail. (1993),
Kincaid dan Cheney (1991}, Kiusalaas (2000), Maron dan Lopez (1991), Mathew dan Fink (1999),
Moursund (1967}, Nakamura (1993}, Patel (1994), Phillips dan Taylor (1996), Press et. all. (1992),
Quarteroni et. all. (2000), Ralston dan Rabinowitz (1978), Scheid {1968), Stoer dan Bulirsch (1980),
Suli dan Mayer {2003), dan Young dan Gregory (1988) [1, 2, 3, 4, 7, 8, 10, 11, 12, 16, 19, 20, 22,
23, 24, 25, 27, 26, 28, 29, 30, 33, 36, 37, 38|, memberikan ide bagaimana aturan Simpson dapat
diturunkan dari kombinasi aturan trapesium.

Untul mengaproksimasi integral (1) dipartisi interval [a, b] dengan partisi {a, m] dan [m, b], deng-
anm = (a+b)/2. Selanjutnya diperoleh penerapan aturan trapesium pada interval [a, b, [a, (a+b)/2]
dan [(a + b)/2, b] secara berturut-turut adalah

Tr = 22(7(a) + 1)

Tr = 2 (o) + Sm)

Tra = 2525 m) + F3).
Selanjutnya kita dapat menurunkan aturan Simpson dengan

Sr=5(4Tr1 + Tre) — Tr)
(T2 0@+ )+ 2350m) +100) = 25200 + 1)
b — a)

g (Fle) +4f(m) + f (b)) (14)

LS e o]

Penurunan aturan Simpson dapat juga dilakukan melalui kombinasi dua atau lebih aturan tra-
pesium, melalni simulasi numerik. Teknisnya adalah dengan menyajikan aturan Simpson sebagai
berikut: .

Srrr = (1 — a1 — 02)Tr + NoyTry + NaoThs, (15)

dengan o; € (0,1), ¢ = 1,2, dan N = 2. Pengambilan bobot N = 2 berdasarkan bahwa Tr; dan Tre

hanya menggunakan setengah dari interval [a,b]. Jadi untuk mendapatkan a; dan a; agar formula

(15) eksaks untuk polinomial kubik dilakukan simulasi dengan mengambil beberapa nilai ¢ € (0,1)

dan ag € (0,1). Pasangan nilai (ay;, a2;) yang menghasilkan | f: z3dx — Sprr| = 0 merupakan o

dan o yang terbaik. Akan tetapi karena kita melakukan simulasi, pasangan nilai (@y;, az;) terbaik
yang diperoleh dipenuhi hila

min

a3 €{0.1)

az€(0,1)

Pertama-tama dilakukan sirulasi untuk 100 nilai a; € (0,1), dan a3 € (0,1) sehingga diperoleh

10000 pasang nilai (a1, erzs) yang mungkin. Kemudian diambil interval terkecil yang memuat a7y, as

"terbaik’, yaitu [0.6,0.8]x [0.6,0.8] . Kemudian dilakukan lagi simulasi untuk 1000 nilai o € (0.6, 0.8)

b
/ 23dz - SRTT|. (16)
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dan @ € (0.6,0.8). Dari hasil simulasi ini diperoleh nilai oy = 0.6666 = 2/3 dan a; = 0.6666 — 2/3
yang membuat (16) minimum. Jadi diperoleh

2 2 1
5 = 2=Tp + 22T, T
RTT ?3 Rl 23 R2— 3iR

= %(4(?‘31 + Tre) — Tr) (17)

yang tidak lain adalah aturan Simpson yang telah diperoleh pada (14).

3 Pengembangan Selanjutnya

Ide penurunan aturan Simpson; secara simulasi numerik seperti (15) dengan menyajikan aturan
Simpson 3 sebagai kombinasi konveks aturan trapesium juga dapat dikembangkan untuk aturan

Simpsong Misalkan akan diaproksimasi 'fb f(x)dx. Selanjutnya misalkan h = (b — a)/3 dan partisi
[a, b] menjadi 3 partisi, {¢,a + h], [a + h,a + Qh} [a@ + 2k, b]. Selanjutnya sajikan aturan Simpsong
dengan

Sg=(1-a)Tg+NaTy, N=3, (18)

dengan Tg adalah penerapan aturan trapesium untuk interval [a, bf dan Tas adalah penerapan aturan
trapesium untuk interval [ + k,a + 2k]. Tabapan berikutnya lakukan simulasi untuk mendapatkan
« terbaik seperti yang telah dilakukan untuk penurunan Sumpsony secara numerik.

Teknis penurunan yang hampir sama dengan sajian diatas t.e{a.h dilakukan Supriadl dan Imr-
an{2005) [35], yaitu dengan menyajikan

= B((1 - a)Tg + aTy). (19)

Dalam sajian (19) dilakukan simulasi untuk mendapatkan 8 € [0, 5] dan a € (0,1).
Penurunan secara simulasi numerik dapat juga dikembangkan untuk metode numerik yang lain
yang sudah dikenal seperti untuk aturan Boole berikut:

a+b)

b
/ fz)dz = (Tf(a) +32f(a+h) + 12f( +32f(b—h) + Tf(b)) =Bp  (20)

dengan h = (b — a)/4. Teknisnya dengan menyajikan aturan Boole (20} dengan
Br =1 -1 —a2)Tg + N1osTyr + NoooMp, Ny =Ny=2, (21)

dalam hal ini T adalah penerapan aturan trapesium untuk interval {e,b], Tas adalah penerapan
aturan trapesium untuk interval [a + A,b — h] dan Mp adalah penerapan aturan titik tengah un-
tuk interval [a,d]. Kombinasi lain dalam menurunkan aturan Boole secara numerik juga mungkin
dilakukan.

Teknis yang dikemukakan pada artike] ini menyaratkan panjang interval yang sama dalam meng-
kombinasikan aturan trapesium dan aturan titik tengah, dan mengkombinasikan aturan trapesium.
Pengkombinasjian aturan trapesium dan aturan titik tengah, dan mengkombinasikan arutan trapesi-
um untuk panjang interval yang berbeda 'mungkinkah’ membawa kita ke penurunan aturan integrasi
lain yang sudah dikenal/maupun belum dikenal. Hal ini dapat dicoba oleh pembaca.

4 Catatan Kepustakaan

Beberapa penurunan lain dari aturan Simpson dengan memperhatikan error yang terjadi diberikan
oleh Lampert{2007) [21]. Penurunan metode integrasi secara simbolik dengan menggeser titik simpul
diberikan -oleh Kendig(1999)(18]. Literatur utama yang memuat lebih dari 1500 referensi tentang
berbagai metode integrasi disajikan oleh Davis and Rabinowitz(1984)(5)].
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