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Artikel ini membahas beberapa cara penurunan metode iterasi, metode Newton, yang sering tidak di sajikan di
buku-buku teks dasar-dasar metode numerik. Penurunan dilakukan secara geometri, interpolasi langsung,
inverse interpolasi dan penggunaan identitas Newton, Diakhir pembahasan diberikan kesimpulan, teknis yang

baik dipilih dalam pengajaran metode numerik yang dapat dimanfaatkan untuk melakukan riset lebih lanjut
dibidang analisa numerik.

Kata kunci: metode Newton, interpolasi polinomial, inverse interpolasi, identitas Newton

1. PENDAHULUAN

Tedl R AR TR

Diberikan sebuah fungsi f yang terdefinisi pada daerah D dan mempunyai turunan secukupnya pada
D. Selanjutnya kita tertarik untuk menentukan solusi real dari persamaan nonlinear
Sfx)=0. (M
Keterbatasan solusi analitik untuk persamaan aljabar dan tidak tersedianya solusi analitik untuk fungsi
trasenden menjadi alasan digunakannya metode numerik untuk mendapatkan solusi aproksimasi persamaan
(1). Metode numerik yang sangat populer untuk mendapatkan solusi persamaan (1) adalah metode Newton,
yang dipelajari disemua program sarjana teknik dan matematika.
Penurunan metode Newton pada program sarjana matematika sering disajikan secara geometri [1, 2,
9] dengan memisalkan « adalah akar dari persamaan nonlinier (I). Karena f dapat didiferensialkan maka
grafik y = flx) mempunyai garis singgung pada setiap titik (x, f{x)) . Misalkan Xo adalah nilai awal untuk
pendekatan akar a dan garis singgung dapat ditarik dari titik (xo, flxo)) yang dinamai garis L,, seperti
diperlihatkan Gambar 1. Garis singgung tersebut merupakan tangen kurva f{x) di titik (xo, f{xo)) dengan
kemiringan f"(xo) sehingga memiliki persamaan
Y =fx0)) =f"(x0) (x — x). 2
Perpotongan garis L, dengan sumbu x adalah x,. Titik (x1, 0) didapatkan dengan mengambil x, = x dan y = 0
dari persamaan (2) sehingga diperoleh

b
X,
E X=% - -ﬂ"—) , 3)
| (%)
i Dengan cara yang sama, proses ini dapat diulangi sampai ke-n, sehingga diperoleh sebuah persamaan :
. (x
| xﬁ+| =X _-;Z%_JLl‘ (4)
f'(x,)

|
i
i
l
I
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Gambar 1: Geometri Metode Newton

dengan n adalah menunjukkan iterasi ke-n. Persamaan (4) dinamakan iterasi metode Newton. Perhatikan
bahwa penurunan metode Newton melalui intuisi geometri ini mempunyai kelemahan dari segi penelitian
matematika, karena teknis ini tidak mendukung untuk analisa lebih lanjut seperti analisa kekonvergenan dan

penemuan metode iterasi lain.

2. PENURUNAN ALTERNATIF METODE NEWTON

Selanjutnya akan diberikan beberapa alternatif untuk mendapatkan formula iterasi metode Newton.

2.1. Interpolasi Langsung
Andaikan fungsi f; f, /" terdefinisi dan kontiniu pada [a,b] . Misalkan x, €[a,b] adalah

aproksimasi terhadap akar a sedemikian hingga f'(@)#0 dan |x, —a| cukup kecil. Ekspansi Taylor

untuk fungsi £ disekitar x = x, diberikan oleh
2

100= 15+ =5 )+ S22 e, ®
dengan &(x) terletak antara x dengan x,. Karena f(a) =0, persamaan (5) dengan X = & , berubah menjadi
2
0= () + @5 )+ E22L (@), ©®

Karena | x, — & | cukup kecil, maka suku (x, — «)® dapat diabaikan, sehingga persamaan (6) dapat ditulis

menjadi

@)

Ozf(xn)+(a_xn)fl(x:|)-

Dengan menyelesaikan persamaan (7) terhadap & diperoleh

o= x" — _'f_(ﬂ f
f'(xq)
Selanjutnya x,,, ~ @ diperoleh
_. &)
Xpel =% iy, o0
J (%)

yang merupakan formula iterasi Newton. Bila persamaan (6) disusun ulang diperoleh
f&)  (@-x) ['E@)
" f‘(xn) 2 f'(xn)
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atau dengan bantuan persamaan (8) diperoleh

; a-x,) f'(&a

| — ['¢@) Al
: 2 f (xn)

; Dengan menggunakan persamaan (10) mudah dilihat bahwa metode Newton berorde dua.

f 2.2. Inverse Interpolasi
'- Dari kalkulus kita ketahui bahwa bila fungsi JSkontiniu dan mempunyai turunan pada daerah sekitar
akar dari f{x) = 0 dan jika f'(cr) # 0, maka terdapat secara tunggal fungsi inverse bernilai tunggal, F(). Jadi
bila inverse dari f{x) adalah F(y), maka

Sf(@)=0, ekuivalendengan @ =F 0).

Dari sini diketahui bahwa jika memungkinkan menginterpolasikan fungsi inverse F(y) dengan suatu
polinomial P(y), maka aproksimasi akar dari f{x) = 0 dapat diperoleh dari P(0).

Interpolasi inverse linear untuk y, = f(x,), yang memenuhi nilai

d
F(y,)=x, dan F(y,,)= :

 fx,)

diberikan oleh
dr(y,)

F

:

i

i

|

ﬁ P(y)=F(y,,)+(y*y,.)~—7y— (11)
l Jadi aproksimasi terbaru x,,,, = P(0), dan dari (11) didapat

| &)
.

n

"

ylor

JACHE

n+l — *n

yang merupakan metode Newton.
Dengan menggunakan error aproksimasi polinomial untuk inverse interpolasi F() ini diperoleh

n+l
2
dengan 77 =F(§), dan &=(1-6)f '(x, ). Jadi karena

2
lim [———f(x”)} = fY(a)’

nso| x —o

Ve (*f "(rz)J
)-P(O)=a-x,, = ,
f(@)-P(O)=a -x =

-

dan juga 7 — &, maka diperoleh
X, - (&
n+l ; - f I( ) s fl(a()¢0’
n=w® (me - G:') Zf (O.’)
yang menunjukkan metode Newton konvergen kuadratik untuk akar sederhana.

S

2.3. Identitas Newton
Pandanglah identitas Newton,[4],

f@=1G)+ [ fis)s (12)

Bila E S '(s)ds. di (12) diaproksimasi menggunakan Jjumlah kiri Reimann untuk satu interval diperoleh

r) [ 76 =705, )0~ x,) (13)
! Selanjutnya substitusikan persamaan (13) ke persamaan ( 12), diperoleh

#} f(x)zf(xn)+f‘(xn)(x_xn)' (14)
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Karena f(a)=0, kemudian nyatakan aproksimasi akar x,,, =¢ , diperoleh kembali metode Newton
berikut

N ()

n+ n f ‘(x,, ) ‘
3. PENGEMBANGAN LANJUTAN PENURUNAN METODE NEWTON

Pada bagian ini akan dipaparkan pengembangan yang mungkin yang diilhami oleh cara penurunan
menggunakan interpolasi langsung, inverse interpolasi dan identitas Newton.

Pada penurunan menggunakan interpolasi langsung membuka pemikiran kita, bagaimana jika
interpolasi yang digunakan kuadratik, apa yang kita dapatkan. Jika interpolasi kuadratik yang dipilih dan
dikuti prosedur yang diberikan pada bagian 2.1, kita akan berakhir dengan metode iterasi irrasional Halley

A€ 2

n+l n i = 3
TEES N A EAVACS)
f'(x)

yang diskusi selanjutnya dapat dilihat pada Scavo [12] dan Traub [14].
Bila penurunan menggunakan inverse interpolasi kuadratik dengan mengikuti proses sebagaimana
yang disajikan di bagian 2.2, menghasilkan metode iterasi Chebyshev,

) 1 Y )
&) 2 f&Y

Xpyl =Xy

yang dibahas panjang lebar oleh Traub [14].
Melalui teknis analisis error seperti pada bagian 2.2, diperoleh orde kekonvergenan metode iterasi
Chebyshev adalah tiga, yang disajikan dengan

3
llm xn+l - :fl(a) d‘3F(0)

n—« (x" - (2)3 6 dy3
Selanjutnya bagaimana jika diaproksimasi integral pada ruas kanan (12) dengan aturan trapesium,

ff'(.s)dsz(x—xn)w, (15)

sebagaimana dilakukan Weerakoon dan Fernando [16], menghasilkan metode dua langkah Newton berorde 3

yaitu

yaitu
Kast, = Xg ) (16)
S '(x,)
s = 2f(x,) (17

X —.
! fl(xn-i-l ) + f.(xnﬂ)
Aproksimasi integral pada (12) dengan menggunakan aturan Simpson telah dilakukan oleh Hasanov et.al. [5],
_ dan dengan aturan titik tengah untuk akar sederhana oleh Ozban [11] dan untuk akar ganda oleh Imran [8].
‘ Kedua metode terakhir ini juga berbentuk dua langkah dengan orde kekovergenan 3 untuk akar sederhana dan

linear untuk akar ganda.

Perhatikan bahwa mengproksimasi integral pada (12) dengan menggunakan aturan trapezium (15)
I dapat dipandang sebagai rata-rata aritmatik dari fix) dan fx,). Jika cara pandang ini dikembangkan, maka
rata-rata aritmatik ini dapat diganti dengan rata-rata harmonik, Ozban [11], dengan rata-rata heronian, Imran
[7] dan rata-rata akar kuadrat, Syamsudhuha[13]. Hal ini membuka jalan penelitan baru untuk penggantian

rata-rata aritmatika dengan rata-rata yang lain.
Selanjutnya dari terori aproksimasi, diketahui bahwa kombinasi konvek dari dua aproksimasi terbaik
! juga merupakan aproksimasi terbaik. Hal ini yang menghantarkan Horwitz [6] dalam meyajikan aturan
Simpson sebagai kombinasi aturan trapesium dan titik tengah. Hal ini membuka peluang baru untuk
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mengaproksimasi integral pada (12) dengan kombinasi linear aturan integrasi yang ada atau kombinasi linear
fhri beberapa rata-rata, seperti yang telah dilakukan Dehghan dan Hajarian [3], yang mengaproksimasi
integral pada (12) dengan kombinasi linear aturan trapesium, aturan titik tengah dan rata-rata harmonik.

4. KESIMPULAN

interpolasi, sangat menguntungkan, karena pendetailan dalam penurunan tidak hanya untuk menghasilkan
formula tetapi juga untuk memberikan pemahaman tentang asal dan keterbatasan formula yang dihasilkan.

Jadi dalam penyajian materi metode Newton sebaiknya gunakan teknik interpolasi, tanpa melupakan ilustrasi
geometri teknik identitas Newton.
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