BAB 11
SOLUSI PERIODIK DAN BIFURKASI

2.1 SOLUSI PERIODIK SISTEM MANDIRI/ AUTONOMOUS

Misal suatu sistem linier mandiri

M=Ax . dengan xveR”

maka kestabilan titik x = 0 ditentukan oleh nilai cigen dari matriks A

Misalkan Ay dan A nilat eigen davi mateik A di (2.1)
(i) Jika 4, dan A, dan keduanya viil dan bertanda sama. maka v = G stabil
stabil untuk A o 2y >0, Orbit disekitar

untuk 4, .4, < 0. dan tak

x¥ = Omerupakan simpul.
(). Jika A, dan A, keduanya riil berbeda randa. maka x = 0 berupa titik pelana.
(ti) Jika /4, dan A, Kompleks  sekawan,  dengan 4. =« = f. dimana

« #Q = fF.omaka x =0 stabil untuk & < 0 dan tak stabil antuk « > 0 dan

orbit disekitar x = 0 berupa spiral.

=+

Jika A, dan A, imajier mumi ((yaitu 4 = (A0 F = 0 ), maka y = 0 stabil

(iv)

seragam tapi tak asimtotik dan orbit di sekitar ¥ = 0 berupa senter.

L]

seperti ( 2.1.1) dapat ditulis dalam bentuk :

Sistem mandim di R
o= Sy \
. [ (2.1.2)
e g vy

dimana x.y. /.dan g skalar-skalar,
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Akan dicari Kriteria tentang adanya selesaicnr periodik dari (2.1.2), yaitu suatu
selesaian sedemikian sehingga :

y(t+T)y=x(t)n dan v(r+Ty=v(t) Yo .o (2.1.3)
Disini T disebut Perioda dart selesaian . Orbit dart selesatan periodik berupa kurva
tertutup pada bidang lase,
Perhatikan contoh-coutoh berikut :
I. Misal sistem :

t

N'= y(l-ﬂ':)

FEax (bt
dimana 1° =x" + v Jika dilakukan transformasi ke koordimat polar (r,#). dengan

v=rcosf)

PP {(2.1.3)
y=rsinf i
maka (2.1.4) menjadi |
=0 |
e (2.1.0)
O'=-1-1r°
dan akan diperoleh selesaian
=1, \
e T (2.1.7) |
0=0, -7+t 1

Persamaan (2.1.7) berupa keluarga selesaian periodik vang masmg-masmg berupa

lmgkaran pada lingkavan pada bidane fase denean [an-juat 1,
g ] £ £ s . "
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Gambar V. Selesatan sistem ( 2.1.4)

Misalkan suatu persamaan diferensial

2.

u'-&-(u:+u':~l)u'+u=(} .................................................. (2.1.8)
Jika diambil substitusi

v=u

.............................................................................. 2.1.9
v=u { )
maka { 2. 1.8 } menjadi :
{220

x'= vy

Ymox-(Folyy

dimana = =x" + v~ Dengan substitusi koordinat pelar seperti { Z.1.5 ). diperoleh :
F=er{rs-1)sin © 9 \
.................................................... (221

B=-1-(r-1)sinf.cost

Satu-satunya ok tetap adalab uok pangkal {0.0) yang tak stabil. Perhatikan

bahwa r=1 dan @ =60, -t adalah suatu selesaian periodik dengan periode 27 dan
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berupa lingkaran dengan jari-jari 1 dalam bidang fase. Ini merupakan satu-satunya
selesaian  periodik. Kkarena 1'<O untuk r>1 dan 20 untuk r<1. Khususnya

'<0 untuk r>1 dan €#0 atau 7.1 >0 untuk r<| dan @ = 0 atau =,
dan =0 untuk #=0 atau r

Akibatuya selesaian periodik stabil asimtotik.

Dua contoh diatas menunjukan bahwa suatu  selesaian periodik  pada
umumnya berupa keluarga selesatan-selesaian periodik seperti (2.1.4) atau hanva
satu selesaian pertodik terisolasi sepeiti {2.20). Contoh yang Kedua ini membawa kita
kepada detinisi berikut ;

Definisi 2.1:
Limit Cyele adalah suatu ovbit dani selesaian periodik terisolasi.
Yang dimaksud dengan selesaian periodik terisolasi adalah bahwa tidak ada

sefesaian periodik lain dalam suatu sekitar yang kecil dari selesaian periodik itw.

10
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Selanjutnya akan dikaj beberapa hal yang dapat membantu kita untuk
memutuskan  tentang, ada  tidakonya  selesatan periodik  itu. dan menentukan
kestabilannya.

Teorema 1 :
Ststem persamaan (2.1.2) tak mempunyai sclesaian periodik dalam suatu

daerah dimana ( £ + ¢ ) tak berganti tanda.
Bukti :
Misal C suata orbit dart selesatan periodik yang melingkungi dacrah S,

’

Dengan Teorema Green pada bidang maka,

Fer e g

J‘J-\( [ +g.)dxdy =<'F( fdy-gdx }.Tetﬂpi pzidh “orbit € (2.1.2) dipenuh sehingga

f (fdy-gdx ):(,f (X'dy -y dx }=0 schingga f_+g_ havus beraanti tanda dalam S,
4 v 4 L :

4"

R o L

Teorema 2 : BT SRR,
L «‘!, o, : ‘-,j:'.' L
Orbit dari selesaian periodik terisolast’ ¢ Jimig vl ) fanis metingkungi
: kN SRR RT BRIt . "-“'.-,\','h;_t.;“ -

b o eie i advag -
Somindatim

paling sedikit satu titik tetap., :
Bukt :

Misalkan S adalah daerah didalam orbit periodik €. Andaikan C tak
melingkungi titik tetap. maka £ + ¢* = 0 dalam S. Misalkan @ suatu sudut antara

vektor singgung pada C dengan sumbu x,

’ R

.
Maka :|-= dgp=2m dan tangp=— =
o X
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) e - @ ddf )
sehingga  d¢ =-'f——(-_é¢ (—/ ALengan reorema Greenw pada bidang maka,
Sorg
. . . r.
dg-gd - g1 Y o )
i}‘(f¢ = H_i—.f—_év_l-/— - JJ‘ s _ 7:;:{ - 4 o — & - dj dg
‘ VAR S & HCAVARS S5 A NAL S o

Tetapi ntegran dalam integral paling kanan hernilai nol. Terjadt kontradiksi dan
pengandaian diingkar. Terbukti bahwa orbit periodik melingkungi paling sedikit satu
titik tetap.,

Teorama ( Poincare-Bendixson ) 3 :

Misal R daeral tertutup dan terbatas vang tak memuat titik tetap dari (2.1.2)
dan /. ge ' pada R sedemikian hingga ada orbit p vang terletak didalam R,
V1 =0, maka p berupa orbit testutup atau mendekati orbit tertatup untuk / —» oo .
Bukti :

Misal orbit p adalah {(.\'(/},.\'(/ ) } dengan /= 0. hka p suatu orbi
tertutup. maka bukti selesai. Andaikan p bukan orbit tertutup. Misalkan x, = v fy
dan v, =y, maka (x, v, ) adalah barisan atik-titik pada p vang ada didalam R,
Karena R tertutup dan terbatas. maka barisan itu memuat ttik fione Katakan
(vy. vp e RadiYe>03 N e Ny, -y, ; <« dan 'fl'“ “Ypl€Ee  YuzN
Misalkan po suatu orbit vang melalui (x, v, ) pada ¢ =10, Karena itu p, berada
didalanmy Rountuk 72 0.0 Sclamputnya buat  segmen  garis 4 yang  melalui
(x,.v, ) dan tegak luwrus poo Jika [ cukup pendek . maka semua orbit yang

mematong / mempunyai arab vang sama.
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Karena (x, . v, ) ttik fimit barisan 1y, v, /. maka p harus memotong / sebanyak
tak hingga kali jika 1 — oo, Orbit p, pun harus memotong / sebanvak tak hingga kali
Jika / — oo sebab jika po tidak memotong / setelab 7 = /1, maka setiap orbit yang
cukup dekat dengan (x, . v,/ tidak memotong / untuk t vang cukup besar.
sehingga p tidak memotoug / setelah t yang cukup besar. Ini tidak mungkin.
Misal ¢ x* v* ) itk pertama dimana po memotong /sesudah (v, 1, )

Maka (v* v* )= (x, .1, ) . schab jika tidak demikian . ambil /7 bagian dari /
diantara (v, .1, ) dan (X% v* 50 Maka pa melewati 77 pada ¢ x50 * ) dan wak
pernah memotong /° fagi jika t naik. termasuk p.Dengan demikiansy, v, ) bukan

titk hmit p . Kontradiksi . Jadi ¢ x* v # )¢ x® % ).

Dengan demikian py suatu orbit py pniyk 7 — . S

¥

B T v -‘; : FICIE
. . s Ky
1 S bR

b

2.2 BIFURKASI DAN ORBIT SOLUS) PERIODIK . - % S
"! ,}"1 ! ‘1_'_|,_‘_'- )l. N

F 1 - 1
' H v

§ e : :
Dalam bentok vang paling umym. teori bifurkasi adalah suatu teon tentang
3 _

selesaian-  selesalan  asimtotik  dart persamaan  nonlinier.  Selesman  asimtotik
dimaksudkan. sebagai contoh sclesaian kescimbangan. selesaian periodik. dan
selesatan hampir periodik.

Disini hanya akan dibicarakan bifurkasi disekitar titik tetap atau orbit

\

periodik saja. sehingga disebut bifurkasi tokal.

Kita perhatikan sistem persamaan differensial

= f,(x) dengan xe R, op e RN 22

Disini x merupakan varrabelbebas dan g0 parameter,
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Definist 2.2 ;

x dikatakan ritik tetagr dary (2.2 ) pka /), (x)=0.
Misalkan x suatu titik tetap dari (v, Karena g bervariasi. maka teorema
fungsi implisit mengakibatkan bahwa titik tetap-titik tetap itn merupakan fungsi-
fungsi licin dart ¢ yang melewati titik-titik itu. Jika matviks  Jacobian  dari

S X yaitw D f {:’) mempunyar nifai cigen nol. grabk setiap fungsi ini

merupakan cabang dari Gtk tetap (2.2.1).
Pada suatu GOK tetap (v, 0, ) dimana D f, mempunyai nilai cigen nol, beberapa
cabang ttk tetap bisa berpotongan bersama-sama dan dikatakan bahwa (v, g, )
suaty titik bifurkasi.

Kita perhatikan beberapa contol
a. Misal /(v )= -y
Jika ¢ €0 satu-satunya titik tetap adalah v =0 . Jika > 0 maka titik tetapnya
adalah x =0 dan v = ix;{; Jadi untuk ¢ > 0 akan muncul sepasang tink tetap
baru x = i\ﬂz_ CKitahitung D/, (x )= u— 3xT.
Pada titik tetap x=0 . D f, (0)=u schingga D f, <0 jika wu <0 dan

D f,>0jika ¢ >0 . Jadi titik tetap x =0 stabil untuk g < 0. Dan tak stabil

\

untuk o> 00 Untuk 20> 00 muncul itk tetap  baru .\':i,ffu dimana

Df, ( £y )=~-2u. Schingga itk tetap ¥ = +\/;_f stabil  untuk

x>0.dan f, (x> 0 Untukx< 0 Jadiuntuk g =0 titik x = 0 stabil.

¥
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Dismi titik ( 0.0 ymerupakan titik bifurkasi. Gambar diagram bilurkasinya adalah :

:{T - ')/:

8 L
T + i

Lotk bxfurl-.fu:x (O,OJJ
= -V

Gambar 2.a. Diagram bifurkasi f, (v )= gv-x"

b. Misal /, (x )= - X

P = . s
maka itk tetapnya adalah v = £y vang tedefinisikan hanya untuk g > 0,

Disimi D/, (x)=-2x . Schingga diperoleh 2, f (x)< 0 untuk x> dan

D.f,(x)>0 untuk x< 0 Jadi titik tetap v = Vf;—f stabil dan vtk tetap ¥ = — \/,u
tak stabil. Untuk g > 0, semua selesaian yang berawal diatas titik tetap stabit dan
diantava titik tetap stabil dan titik tetap tak stabil akan menuju ke titik tetap stabil itu.

sedang sclesaian yang berawal dibawah ttik tetap tak stabil akan menuju —co.

AY
Untuk g < 0. maka D f, (x)< 0. semua sclesatan menuju —oc. Untuk g = 0.

maka /(v )= -x" sehingga / ) >0 umuk x <0 dan £, v )< 0 untuk x > 0

Jadi untuk g = 0 titik v =0 stabil.

th
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Disini tittk pangkal (0.0) merupakan satu-satunyva titik bilurkasi. Gambar diagram

bifurkasi dari persamaan diatas adalah sebagai berikut ;

—
N
A
}D‘
_....._....._.—'y
. ) v
vitik bifurkasi[¢o,0)~" |Y_
Y -
Y \h‘H
~— .
Tt~ L ixz-Yu
v

Gambar 2.b. Diagram bifurkasi '_/i” N J=u-x"
c. Misal 1, (v )=u “xoext
maka titik tetapnya adalah x= 0 dan y=x gy dan D _f (x) = -3
D.f,(0)= 27> 0 untuk w20 Jadi tink tetap v =0 tak stabil untuk o #0.
D.‘.f.”(i\/?.r_) == 24" <0 untuk g =0 schingga Gtik tetap v==* g stabil untuk
w0 Untuk w =0 maka [, ()= -v" sehingga J (v ) >0 untuk v < dan
S (v )< 0 untuk x>0, Jadi titik pangkal ( 0.0 ) stabil. Gambar t\li‘agr;un bifurkasi

adalah :
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™
i

3

T

-

Gambar 2.c. Diagram bifurkasi /, (x )= u Txoxt
2.3 BIFURKASI HOPF
Dalam uraian sebelumnya telah disinggung sedikit tentang sclesaian periodik
terisolasi atau limit cycle.

Perhatikan sistem :

Dengan v e R" dan /, fungsi licin yang mempunyai titik tetap p/ e, ).

dvimana D/, mempunyal  pasangan nilam cigen  sederhana  imajiner mumi
Tiw o> dan tak ada nila eigen vang bagian riilnya nol, Teorema fungst
implisit menjamin bahwa untuk setiap ¢ dekat o ada itk tetap po ) didekat
pia,) vang licin terhadap . Dimensi manifold stabil dan |‘n;milhld tak stabil

\

po ) berubah jika nilai eigen /7 p( ) ) melewati sumbu imajiner pada g,
Perubahan Kualitatif dalam orbit lokal di dekat p¢ ¢ j ditandai eleh perubahan lokal
bidang fase vang tak mehbatkan titik tetap. Suatu petunjuk tentang apa yang tegadi

dalam masalah bifurkast pada ttk tetap dengan nilai cigen imagimer muwmi dapat
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diperolel dengan menguji sistem linier dimana ada perubahan yang demikian

Perhatikan sistem :

X' = -y
P TP (2.3.2)
V=Y
vang mempunyai selesaian berbentuk
. o 107
x(r) cost  ~sin@t | X,
' LA o s
|=e N e S U (2.3.3)

yit) St cosat ||y,

Jika g < 0 selesaian berupa spiral vang menuju titik pusat.. jika g > 0 selesaian
berupa sprral yvang meninggalkan titik pusat _ dan jika ¢ = 0. selesaian berupa

senter ( periodik ).

Dengan transformasi koordinat vang licin. uraian tavlor derajat tiga sistem ( 2.3.1 )
bisa dibawa kebentuk normal
X'=(duta(x AT - arcuthi v +_1‘: Jv .
. . . L e (23.4)
ViE(wHeu+hb(xT+ v yx-(duval x4y oy
Jika ditransformasi ke koordinat polar. (2.3.4) menjadi -
f":((fy-i—(.ri': Jr )
............................................................ (23.35)

O =(@+cu+br )
Karena ' bebas terhadap €. maka ada orbit periodik berupa lingkaran r = konstan,
vang di dapat dart selesaian tak nol dart #" =0 Jika o = 0 = o _ Selesaian -selesaian
ini berada di sepanjang pavabola 1 =—ar” . Hal ini mengakibatkan orbit-orbit
periodik menpunyar gans singgung kuadrans dengan bidang singgung u = 0

dalam R™ x R

@ Repository University Of Riau
PERPUSTREKRRN URNRIUERGSGITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/



Teorema  bifurkasi Hopl menvatakan  sifat-sifat kualicatit dari - sistem
persamaan diatas di dekat ttik pangkal vang tak berubah jika suku-suku order tinggi
ditambahkan dalam sistem.

Teorema ( Hopf ( 1942)) 4 :

Misalkan sistem {(4) mempunyai Guk etap (v, v, /7 vang memenuhi sifat-
stfat :

(H1). D, f, (x, ) mempunyai scpasang nilai cigen imajiner murni sederhana dan
tak ada nilai cigen lain dengan bagian viil nol. maka ( H1) mengakibatkan ada

suatu kurva ticin (¢ g ). 4 } dengan (v, ) = x,,. Nilai cigen  nilai eigen
Al dan A ) dan 1D f

(X 02 menjadi imajiner pada ¢ = 1o yang

i

licin terhadap ¢ . Jika lebih Tanjut ¢

{H2). {/— {Re A u ))1 = # 0
i R

maka ada manifold pusat tunggal dimensi tiga vang melalut  (x,. 0o ) dalam
R" x R dan suatu sistem koordinat licin ( yang mengawetkan bidang s~ konstan ),
dimana ekspansi Taylor derajat tiga pada manitold pusat diberikan oleh :

,\":(d,u+a(,\': +_1'3)),\‘-( m+ou+hof v +_1':j)_1'

V=(wrou+bixT +.1‘3 Dx-fdu+alx” +1v° )y

Jika o # 00 maka ada suatu selesman penodik dalam manifold pusat yang

mempunyai persinggungan kuadratik dengan ruang eigen (A (¢ w, ). A( 1, }) sesual

. 3 2 .
dengan order Kedua, dengan paraboloida 1 = —(a djixv™ + v~ ). Jika <0,

/

maka scicsaian-selesaian peripdik penolak.

19
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Teorema i tidak dibuktikan di sini. Pada contoh-contoh berikut akan
ditunjukan proses terjadinya bifurkast Holf seperti disebutkan dalam teorema diatas.
Contoh 1 :

X =-vH4ax-x{ X +_1': J
L {2.3.7)

r

AR O 7 AT A N +_1':)
Titik ( x,y ) = { 0.0 ) yaitu sumbu ¢ merupakan titik tetap. Matriks Jacobian dari

pelinieran di( 0.0 }adalah :

D.f(O,O){'t; - J ......................................................... (23.8)

Dari pelinieran disekitar titik tetap ( 0.0 ). maka tittk ¢ 0.0 ) stabil untuk

w <0 dan tak stabil untuk g > 0. Namun pada ¢ = Onilai cigennya imajiner

murni. Selanutmya pka dilitung, - ( Re Al u )J{ T 1. dan mi memenuha (H2)
17 -

i

dalam teorema (4). Dengan demikian semua kondisi teorema (4) dipenuhi.

Diagram bifurkasi dari contoh 1 adalah sebagat berikut

)
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Beberapa gambar bidang fase dari persamaan ( 2.5.7 ) untuk nilai-nilai

parameter 4 tertentu :

Gambar 2.3, 1.a. Bidang fase persamaan ( 2.3.7 Yuntuk # < (0.

Titik ( 0.0 ) stabil.

E ronr:

ery3.l.b. Bidang fase perssmaan (L3.7} untu} o > 0.
titik [0,0) tak

cycle atabil r2 =

pt

stabll -dan  ade liimit Gambert3.l.c. Bidang fase

Titlk (0,0) atabll.
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Péreamaan {13.7) untuk u = G,




