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MODELING DENGAN DATA

n:

Vlempelajari metode eksak dan numerik dalam mengolah data untuk mendapatkan
»endekatan kurva terhadap data yang diberikan

Vlelakukan transformasi fungsi eksponensial agar dapat dilakukan kurva fitting se-
sara linear

Mlendapatkan nilai parameter dari data untuk fungsi yang diinginkan

Vlendapatkan intepretasi untuk massa yang akan datang dari pengolahan data yang
elah ada

lisalkan diberikan sejumlah n data yaitu (¢;,d;),i = 1,2, 3, ..., n. Misalkan diberikan
pendekatan untuk tebakan bagi data tersebut, yaitu f(¢). Jumlah selisih kuadrat
. data dan fungsi tebakan dapat dituliskan dalam bentuk

S (d(t) — £(t))?

i=1

N —

1 yang ingin dicapai adalah menentukan f(¢) sehingga dapat meminimalkan nilai

).

Linear Least Square

-an ditentukan fungsi f(¢) linear yaitu
f(t)=at+b, a,beR

_tujuan menjadi

— IS
= (a

T2

=1

r(t,a,b)



ing dengan Data Linear Least Square

1d; = d(t;). Selanjutnya, akan ditentukan nilai a,b agar fungsi tujuan r(t,a,b)
i minimum. r(¢,a,b) akan bernilai minimum di titik kritis (a*,b*). Oleh karena
=> (ati+b—d;)t; =0

i=1

i=1

utnya, dengan menyederhanakan, akan diperoleh

doati+b =Y d;
=1 i=1

i=1 i=1

eter yang akan ditentukan nilainya adalah (a*,b*) dan keduanya lepas dari notasi
3 HSelanjutnya, persamaan dapat dituliskan dalam bentuk sistem persamaan linear

b dengan
it i im1 1) - ar im1 di
A= v 4 b — 7
(21 Wt X)) AN > dit;

J eterminan dari A tidak nol, solusi akhir dapat ditentukan dengan aturan SPL,

"

=A%

1.1.1 Bekerja dengan Teknologi

b an diberikan data

No t d
1 0 1.47
2 1 4.82
3 2 817
4 3 11.74
5 4 14.26
6 5 18.05
7 6 21.00
8 7 24.16
9 8 28.00
10 9 31.17
11 10 34.66
12 11 37.74
13 12 40.36
14 13 44.03
15 14 47.09
16 15 50.75
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ing dengan Data Linear Least Square

17 16 53.87
18 17 57.19
19 18 59.98
20 19 63.83

kan ditentukan parameter a,b € R sehingga diperoleh fungsi linear yang mengham-
ngsi tersebut.

[uliskan data tersebut pada MS. Excel sehingga diperoleh data yang tersimpan
»ada 21 baris dan 3 kolom. Misalkan no pada kolom a, t pada kolom b, h pada
colom c.

siapkan empat cell dalam MS. Excel untuk menyimpan entri dari matriks A, mis-
kan dimulai dari F2 : G3 dan dua cell untuk vektor b, misalkan J2 : J3.

intri a1, age dihitung dengan rumus

-sum (b2 :b21) J

‘ntri a5 dihitung dengan rumus

-counta (b2:b21) J

intri ag; dihitung dengan rumus

=sumsq (b2:b21) J

“ntri b; dihitung dengan rumus

=sum (c2:c21) J

“ntri b; dihitung dengan rumus

—sumproduct (b2:b21,c2:c21) J

siapkan dua cell dalam bentuk vektor 2 x 1 untuk menyimpan nilai parameter a, b,
nisalkan di G5, G6.

3lok G5 : G6 lalu ketikkan perintah perkalian matriks
=MMULT (MINVERSE (F2:G3),J2:J3) J

[ahan kombinasi CTRL+SHIFT lalu tekan ENTER. Hasil akan ditampilkan
»ada cell G5 : G6. Parameter yang diperoleh adalah

a = 3.26563
b =1.59319
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ing dengan Data Linear Leaat Square
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Cambar 1: Frosea perhitungan parameter dengan #a. Excel

lenzzunakan nilai pammel=r yanz diperoleh, & = 3. 26563 F = 1.250149 akan diper-
o or 0611 s=hingza menghagilkan =ror relacil

d.611

s 0%

Fella, B =

a3il penggambaran antara data dan lungai aprokaimazi linear ditunjukkan pada
b ar

SpbomE

i 2 1 E L L L 14 L3 | ]

nbar 2: Kursm bermma antam data dan lunzai aprokaimaai berupa lunzai linear
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Polynomial Leaat Square

ing dengan Data
" fl
f
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Cambar2: Seligih kuadmt antam data dan hampiman tiap {

Polynomial Least Square

!

#liznllan dipilih Tungai [[1) adalah polynomial berderajal m achingza
JI-[I]- m[-l:]-ﬂl:l'l'ﬂpl:‘l'ﬂ?,l:?-]-.l.ﬂmim

i 18, # 0. Fungai tujuan i) menjadi
aa) =5 UML) 4

vl ana.....
awr]

utnya, akan dit=ntukan nilai 2. 8= 0,1, 2, ..., m agar lungai tujuan bernilai mini-
Milai minimum r(l, @poa.. .., &q) tercapai di titik kritia yaitu ketika turunan par-
&m ] lerhadap maaing-maaing pammetler &; bernilai nol ascara aimulan.

= | |:. [ L
Aarena ibu,

-0, 3 =0,1.2,....m

] 2 ;
- L] &
7, U] 4]

Jerhanaan alan menghaailkan

L -3
| awr|

ER|

Y olep ted, o ted™ = YA

awr|
Cicpober 15, 2018
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ing dengan Data Polynomial Least Square

aj=0,1,2,...,m
ntuk j = 0,1,2, m akan diperoleh

n n
Z (ao +ait; + -+ amt;n) = Z d;
=1 =1
Z (ao + alti + -+ Clmt;n) ti = Zdztz
i=1 i=1
Z(ao—i-alti—i----—i-amtf‘)t? ZdtQ
I o
> (ag+ art; + -+ apt!) P = dit!"
3 =1

-
Il
—

ituliskan dalam notasi matriks sistem persamaan linear AZ = b dengan

n n n 9 n
1 >t >t > ™
Zﬁl ln:1 ) Z?Ll ) 77:7(:1 )
Z tz Z tz Z tz Z tzm+
’L?fl , 221 ; 7,7}/1 ) ’L?Ll ,
A= Z tz Z tz Z tz Z tzm+
=1 =1 =1 =1
n n n ' n
Z tzm Z m+1 Z 25.7m+2 Z tsz
=1 = =1 =1
1
ao 2?21 dz
L dit;
ai - n ! 2
T = . , b= i dit;
o Sy dit?”

1.2.1 Bekerja dengan Teknologi

i an diberikan data

d

3.41
6.65
21.66
63.99
149.30
292.01
506.78
809.51
1213.92
1735.67
2390.57
3192.62

—_ = =
Co S0 oo oe w2
© 00N T W = O

— =
=)
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ing dengan Data Polynomial Least Square

13 12 4156.92
14 13 5298.59
15 14  6632.44
16 15 8174.49
17 16 9938.08
18 17 11938.83
19 18 14193.01
20 19 16713.80

kan ditentukan parameter as, as, a1, ap € R yang membuat fungsi polinom Ps(x) =
i ~apw? + a7 + ag menjadi hampiran bagi data dan memiliki eror minimum.

angkah kerjanya diberikan pada tahapan berikut ini

[uliskan data tersebut pada Ms. Excel. Misalkan dituliskan pada Al : C'21, yang
serarti terdapat 21 baris dan tiga kolom. Misalkan kolom A adalah data no, kolom
) data ¢ dan kolom c adalah data .

siapkan cell dengan ukuran 4 x 4 untuk menyimpan entri matriks A. Misalkan cell
rang disiapkan pada F2 : I5.

Jitung entri A;;. A;1 dihitung dengan rumus

=COUNTA (B2:B21) J

{itung entri Asy, A1 karena kedua entri ini bernilai sama. Rumus yang digunakan
wdalah

-SUM (B2 :B21) J

Jitung entri Asy, Asg, A1z karena kedua entri ini bernilai sama. Rumus yang digu-
1akan adalah

=SUMSQ (B2 :B21) J

Jitung entri Ays, Azz, Agy karena kedua entri ini bernilai sama. Rumus yang digu-
1akan adalah

=SUMPRODUCT (B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21) J

Jitung entri Ay3, As4 karena kedua entri ini bernilai sama. Rumus yang digunakan
wdalah

=SUMPRODUCT (B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21) J

{itung entri As3 dengan persamaan

=SUMPRODUCT (B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21,B2:B21) J

1itung entri vektor b; dengan rumus

-SUM (C2:C21) J

1itung entri vektor by dengan rumus

-SUMPRODUCT (C2:C21,B2:B21) J

1 Mu’tamar 11 October 15, 2018



ing dengan Data Polynomial Leaat Square

Jitunz entri vekior ks denzan rumua

~SUMEPFRODUCT (C2:C2 1,67 '621 B2 621}

Jitunz entri vekior by denzan rumua

~SuMERCODUCT (C2:C21, 67621, 62: 621,62 671}

Sual cell ukuran 4 < 1 untuk menyimpan nilai parameter haail solouai SEL. #lisalkan
wlom ini dibuat pada &7 §F10

ok cell §7: H1d, 1alu hetikkan rumua

~MMULT (MIMVERSE (F2 ! IS} . L2 ! LS}

lehan dan tahan tombol CTEL + 5HET Ialu telan EMTER. Hasil akhir akan tam-
sk pada o=l 7 : F10, witu

o = 354
Z] = 1.51
O = 1.28
@, = 2.0
[ -] L u E F 15 H 1 ) F. L
H=a F ¥ 1 i E 1 3
i 1 =l .11 1 i 1 T M 1 [[FaN |
1 1 [ 2 b1 i - L Sy i Ll A
+ 1 & LUt 3 [ 1] ) Sumiddy | MLEREI 2 ol vl
% 4 2 k) J I onnn | SRR | 1NN L CNATT
b 1 T
T 2 2 Lol | W G
' - L ul 1kl
X L Wl 1.8
5 = A% ari
11 .
1 11
| L L.
A L= Ld
5 11 1%
2 15 14
- La L
L/ Ly
[E5 1"
b I k] 14 190,101
41 (R R e i

ambar 4: Froaea perhitungan paramet=r polynomial B [r] dengan #a. Excel

lenzzunakan nilai parametsr yanz diperoleh, zp = 2.9, 2, = 161,828 = 1.28, 2, =
kan diperoleh eror 0.4 278 a=hingza menghaailkan eror relacil
04278

HEE[E. E?] - m - Dljljl%

a3il pengzambaran antara data dan lungai aprokaimazi linear ditunjukkan pada
ar
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ilod=ling dengan Data Polynomial Leaat Square
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f“ﬁﬁnmbar 5. Kurva beraama antara data dan lungsi aprokaimasi berupa lungai poly nomial
prde 3

L]

0 250D

0 200D

- f

93000

[ Lo

0 100D

IELANELE i S NN

. DO0D

El e *d (5 s

Cambar#f: Seligih kuadmt antam data dan hampiman tiap {
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ing dengan Data Nonlinear Least Square

,  Nomnlinear Least Square

an dipilih f(t) = AeP! dengan A, B adalah konstanta yang akan ditentukan ni-
Fungsi tujuan selanjutnya dapat dituliskan dalam bentuk

Z AeBtl —

=1

N)M—t

menentukan A, B yang meminimumkan r(¢) maka

g:l =3 (AP — dy)ePt
i=1
or S Bt; Bt;
aiB = Z (Ae ° d )t Ae K

vahwa bentuk persamaan di atas tidak dapat dibentuk dalam bentuk matriks. Oleh
L itu, persamaan di atas akan diselesaikan dengan metode numerik, yaitu metode

n. Misalkan
n
Z AeBtl _ d.)eBt
=1

n

Z Btl _ tA@Btl

=1
1 tebakan awal (Ao, By). Nilai (A, B) yang akan membuat f(A, B) = 0,g(A, B) =0
ikan dengan persamaan

7= () 7= ()

adalah Jacobian dari fungsi f(A, B), g(A, B) terhadap (A, B) yaitu

af of
J = % %199
A OB

1 Transformasi Bentuk Linear

k fungsi f(t) = AeP! dapat ditransformasi agar data yang diberikan dapat dies-
layaknya mengestimasi fungsi linear. Jika masing-masing ruas dihitung nilai In
akan diperoleh

In(f(t)) = In(A) + Bt

nerupakan persamaan linear terhadap ¢ dengan kemiringan B dan intercept In(A).
B/In(A) dapat ditentukan sebagai mana menentukan parameter pada fungsi lin-
ngan sebelumnya mentransformasi data yang diberikan menggunakan In. Prosedur

1 Mu’tamar 14 October 15, 2018



ing dengan Data Nonlinear Least Square

lapat digunakan untuk menentukan parameter dengan transformasi ini adalah se-
berikut

Diberikan n pasang data, (t;,d;), i=1,2,...,n.
1itung nilai In dari data d; yaitu

ynew; = In(d;), 1=1,2,3,...,n

Fentukan nilai parameter B,In(A) sebagaimana penentuan parameter A, B pada
ungsi linear

Jntuk mendapatkan parameter A, hitung nilai eksponensialnya sehingga

6ln(A) —A

1.2.2 Bekerja dengan Teknologi

A an diberikan data

No t d
1 1 5.80
2 2 836
3 3 11.36
4 4 14.60
5 5 17.32
6 6 2095
7 7 23.23
8 8 26.93
9 9 29.08
10 10 3297
11 11 35.66
12 12 38.54
13 13 41.78
14 14 44.66
15 15 47.06
16 16 50.10

ata tersebut akan diestimasi menggunakan fungsi eksponensial f(t) = AeP’. Per-
akan ditentukan nilai A, B menggunakan transformasi ke bentuk linear.

2

[uliskan datanya pada Ms. Excel, misalkan pada Al : C'17. Kolom B menyimpan
lata t dan kolom C' menyimpan data y.

{itung nilai In dari data y, misalkan diletakkan pada kolom D2 : D17 dengan
umus

-1n (B2) J

siapkan 2 x 2 cell untuk entri matriks A. Misalkan cell disiapkan pada G2 : H3

si pada masing-masing entri a1, ass, @12, ao1, dengan rumus

1 Mu’tamar 15 October 15, 2018



ing dengan Data Monlinear Leaat Square

~SUM(E2 'EL17}
~SUM(E2 'EL17}
=COUMTA (EY ' E1 T}
=SUMESD (BT E1V}

Sual dua o=l untuk encri vekior k. Wimmlkan diletakkan pada K2 : K3, iaging-
nazing iginya dilakukan d=nzan rumus

=5uM (D2 D17}
~SUMFROOUCT (02 :D017 B2 :E17}

sinpkan dua cell untuk menyimpan nilai B,1n[A), 4. Wismllan diletakkan pada
5. I7. Milai &, 1n[A]dihitung dengan rumua

~MMULT (MIMVERSE (G2 th3} K2 KL

=danzkan nilai A dihitunz denzan rumua

~EXF (G}

=hinzza menzhaailkan nilai

g =012
In[A] = 206
A = THS
A BE C | D E F ] H | J K
L |M: Y ynue A 1 2 B
A T R B P B ] 1 T e 1 AL
1|2 2 B35 112 z 1426 136 ! 4754207
3 2 1030 F.a4
5|4 4 1460 163 i 113
LI T [ R o Ini &) AL
7|6 E 2005 1.4 A 7.85
% oo MG A
3| &8 E 2053 3.39
£ E

14113 LI 4173 173
1% 14 14 &40 3.0H1
L& | 15 15 1708 4.E5
15T 1R ADLTD 251

smr 7. Frosea perhitungan parameter ehaponenaial [[1) = Ae™ dengan Ma. Excd

lenzzunakan nilai parameter yang diperoleh, A = 7.83, 8 = (.12 akan diperoleh
1.96 56 achingza menzhazilkan eror relacil

&4, 06 0A

Filﬂi:[rq. B] - m - 659%

1 &u'tamar 16 Cicpober 15, 2018
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ing dengan Data

Monlinear Leaat Square

a3il penggambamn antarm data dan lTungai aproksimasi shkapanengial dicunjukkan

~ambar

A e

L]

s Do L

——LER

el

WK —

LA

w &=

-

14

L

-

L

ar 8 Kurva bermma antara data dan lunzai aprokaimasi berupa lunzai ekaponenaial

fq:ﬂé

B.DD0D

2. DD0D

4

[

Cambar 9: Seliaih kuadmt antam data dan hampimn tiap §

Slanjutnya, alan ditentukan pamametsr dari [[1] = Ae™ aecamm numerik. Wetode

1 &u'tamar 17 Cicpober 15, 2018



ing dengan Data Monlinear Leaat Square

ikt yang digunakan adalah metode Mewton, Tmplementazi dengan Matlab dapac
. pada kode t=rlampir. Hazil yang diperoleh dari Watab adalah

A = 107825
c = 0.1010
ang dihaailkan menzzunakan Matlab adalah 655701 ashingza eror relatilinya adalah

8701
44540

Rei A, &) = - 15.58%

ampak bahwa melode Mewton memiliki eror relabil jaoh lebih beaar dibandinzgkan
e analitik dua kali lipat l=hih.

a3il pengzambaran aniara data dan [unggi aprolaimasi skaponenaial yang pamme-
ditentutan mengzunalan Matlab ditunjukkan pada Cambar

0,00

DD

nooe ’fr’f/
" —Zuk

.‘._l.:"_‘.d s A L
-

oI e

1§

Z 2 1 2 5 10 15 L1 L2 1B

ar10: Burnva bermama antar data dan lunggi aprokaimasi berupa lunzai skaponen-
i = Ae® mengzunakan Katlab

1 &u'tamar 18 Cicpober 15, 2018



ing dengan Data Monlinear Leaat Square

Y VA N
RV

" i 4 v [N = = = [

& ar 11: Seliaih kuadmtantam data dan hampiman tiap { yang mengzunakan Matlab

Fode 1.1: Kode Utama Monlinear Leaat Square

- all:
= all;:

v |

il & v

c=1000;

:Tead ] P

£ telb

,| & ted b

: LG 107¢

el (Lo

i=1'iTtmazx

1=30 [jac(aotifungsi(aokt;:
§ =30 ¢

S 1| Bl

LA

¥
ga

{ S

m

oa

(1t

(2t

i fungei=fungsi (Ao}

s fungsi=0.5+sum( (A+E¥p (BT} vt "2}
7tbing gambar data dan furgsi

el

(et

3 on

I (o, &+gup (BT}

e ™

L
SITHY

=Bt om |x
-1 e33 1 [T

I I

J)%

ile di atas membu tuhkan Tunction Tungai dan jac untuk menghitung nilai Tungai [

LIk

[

cobiannya.

Fode 1.2 Function untuk menghitung lungai

iom dy = fungsi (x}
1l — oy

1 &u'tamar 14 Cicpober 15, 2018
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ing dengan Data Latihan

L)

%)

aros (2,1);

m ( (Axexp (B.*xt)-y) .xexp(B.*xt));
sum ( (Axexp (B.*t)-y) .xexp (B.xt) .*xt);
=fA;

=fB;

Kode 1.3: Function untuk menghitung jacobian .J

:ion dy =jac (x)

1l €t vy

L)

2)

aros (2,2);

sum (exp (Bxt) . 2) ;

sum (L. x (exp (Bxt) ) . 2. %A+ (Axexp (Bxt) -y) .t .xexp (Bxt) ) ;
sum ( (Axexp (Bxt) —y) .xt.xexp (Bxt) ) +tAxsum(t.* (exp (B.*xt) ."2));
\xsum(t. 2. (exp (Bxt)) .x (2xAxexp (Bxt)-vy));

1)=fAA;

2)=fAB;

1)=£fBA;

2)=fBB;

. Latihan

Vlisalkan diberikan data diameter dari pohon akasia milik PTPN V

x| 171191202223 |25| 28| 31| 32| 33| 36| 37| 38| 39| 41

y 11912532 |51 |57 |71 | 113 | 141 | 123 | 187 | 192 | 205 | 252 | 259 | 294

Mlenurut pakar botani, fungsi pertumbuhan tanaman tersebut mengikuti pola per-
samaan y(z) = az®. Tentukan nilai a, b berdasarkan data di atas

Vlisalkan diberikan data pertumbuhan populasi serangga buah tiap waktu

t |7 14| 21| 28| 35| 42
P |8]41 | 133 | 250 | 280 | 297

limana ¢ menunjukkan waktu dan P menunjukkan jumlah populasi serangga buah
setiap waktu. Tentukan nilai parameter jika diinginkan

(a) Pl(t) =it
(b) Py(t) = aett
(c) Manakah yang lebih mendekati kenyataan, model Py (t) atau Pa(t)

Jiberikan data hubungan jumlah populasi dengan kecepatan dari orang berjalan.

1 Mu’tamar 20 October 15, 2018



ing dengan Data Latihan

No V P
1] 2.27 2500
21276 365
31327 23700
41 3.31 5491
51 3.7 14000
6| 3.85 78200
714.31 70700
8 14.39 | 138000
91442 | 304500

10 | 4.81 341948
11 4.9 49375
12 | 5.05 | 260200
13 ] 5.21 | 867023
14 | 5.62 | 1340000
15 | 5.88 | 1092759

lengan P adalah jumlah populasi dan V' adalah kecepatan orang berjalan. Tentukan
»arameter dari kedua fungsi tebakan berikut ini

(a) P(V)=aV"®
(b) P(V)=aln(V)
Vlisalkan diberikan data konsumsi energi tiap tahunnya di wilayah Indonesia

x Yy Q
0 | 1900 1
10 | 1910 2.01
20 | 1920 4.06
30 | 1930 8.17
40 | 1940 | 16.44
50 | 1950 | 33.12
60 | 1960 |  66.69
70 | 1970 | 134.29
80 | 1980 | 270.43
90 | 1990 | 544.57
100 | 2000 | 1096.63

lengan y menyatakan tahun dan () menyatakan jumlah energi yang dihabiskan per
ahunnya. Menurut ahli, pola konsumsi energi Indonesia mengikuti fungsi Q(z) =
1. Tentukan nilai a, b yang sesuai dengan data di atas

1 Mu’tamar 21 October 15, 2018
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'MTMASI PARAMETER PADA MODEL EKSPONENSIAL DAN
[STIK MENGGUNAKAN PARTICLE SWARM OPTIMIZATION

Khozin Mu’tamar'*, Zulkarnain'

LJurusan Matematika, Fakultas MIPA, Universitas Riau, Indonesia
* e-mail: khozin.mutamar@unri.ac.id

nci: Estimasi parameter, model eksponensial, model logistik, algoritma PSO, kurva

Pertumbuhan populasi adalah salah satu bahasan dalam model matematika. Pada
odeling, seringkali nilai parameter pada model diasumsikan nilainya. Metode esti-
imeter secara analitik hanya terbatas pada fungsi polinomial. Untuk model pertum-
ng solusi analitiknya tidak dapat ditentukan, metode estimasi parameter tidak da-
akan. Pada artikel ini dibahas algoritma Particle Swarm Optimization (PSO) untuk
an parameter dari model pertumbuhan eksponensial dan logistik. Dalam penerapan-
2l pertumbuhan eksponensial diselesaikan secara analitik dan logistik diselesaikan se-
erik menggunakan metode Euler, kemudian nilainya dibandingkan dengan data yang
. Pada bagian akhir, simulasi numerik diberikan untuk melihat penerapan PSO dalam
vang diberikan. Sebagai pembanding, parameter pada model pertumbuhan eksponen-
ogistik akan diestimasi dengan fitting kurva secara linear dan numerik menggunakan
‘auss-Newton. Hasil simulasi menunjukkan bahwa hasil estimasi parameter menggu-
O menghasilkan nilai parameter yang lebih baik dibandingkan dengan menggunakan
'wton dan metode analitik.
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JAHULUAN

bentuk model matematika yang sering digunakan adalah model pertumbuhan ekspo-
an model logistik. Model ini berbentuk persamaan diferensial yang digunakan untuk
\barkan perilaku pertumbuhan populasi. Model pertumbuhan akan dianalisi kestabi-
ik secara lokal di sekitar titik ekuilibrium maupun secara global. Dalam analisis terse-
parameter pada persamaan diferensial sangat berpengaruh.
ata telah tersedia, parameter dari sebuah persamaan dapat ditentukan dengan meng-
fitting kurva. Bagian analitik dari fitting kurva terbatas pada persamaan yang dapat
bentuk eksplisit dan sederhana seperti polinomial. Jika persamaan bersifat kompleks
engandung eksponensial, nilai parameter dapat ditentukan dengan fitting kurva secara
lengan menggunakan metode Gauss-Newton. Sayangnya, metode Gauss-Newton ku-
at karena metode ini membutuhkan tebakan nilai awal yang harus diambil di sekitar
1g akan ditentukan.
ahun 1995, Eberhart dan Kennedy memperkenalkan algoritma Particle Swarm Opti-
(PSO) yang didasarkan pada fenomena serangga dalam menentukan lokasi makanan
de ini lebih ringan dibandingkan Genetik Algoritma (GA) karena tidak adanya proses
- dan mutation [2]. Algoritma PSO hanya menggunakan perbandingan nilai fitness
u posisi sedangkan GA menggunakan proses encode dan decode nilai menjadi bilan-
y sehingga komputasi GA relatif lebih lama.
unaan algoritma PSO pada beberapa bidang seperti sistem dinamis dan kontrol telah
ikaji. Mobayen et al. [2] menggunakan PSO dan algoritma evolusi pada kontrol au-
. Min et al. [3] menggunakan PSO dalam kontrol manuver helikopter. Abdelbar et
mengembangkan pembobotan pada PSO menggunakan fungsi distribusi dan mem-
an antara fungsi distribusi Cauchy dan Gaussian. Swaroopan dan Somasundaram [6]
an PSO dengan modifikasi himpunan fuzzy untuk kasus sistem power DC-OPF.
rtikel ini akan dibahas penggunaan algoritma PSO untuk menentukan parameter pada
sponensial dan logistik berdasarkan data yang telah tersedia. Parameter pada model
sial akan diestimasi secara langsung melalui solusi persamaan diferensial eksponen-
igkan parameter model logistik akan diestimasi dengan menggunakan solusi numerik
n diferensial menggunakan metode Euler.

g Kurva fungsi linear

can diberikan sejumlah n pasang data yaitu (¢, d(t)) dan fungsi pendekatan bagi data
yaitu f(t) = at + b, a,b € R. Eror antara data dan fungsi tebakan dapat dituliskan
atuk L
r(a,b) = EZ(ati+b—di)2 (1)
i=1
; = d(t;). Tujuan yang ingin dicapai adalah meminimalkan nilai 7(a, b) pada per-
dengan memilih nilai a,b. Nilai r(a,b) minimum akan dipenuhi pada titik kritis
*hingga
or " or

—=> (at;+b—d)t; =0, —=> at;+b—d; =0
i b i=1

ya, turunan parsial tersebut dapat disederhanakan dalam bentuk sistem

Stoati+b o= YT d; }

ST a1 bt = Y dit @)
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rsamaan H dapat dinyatakan dalam Ax = b dengan Z = (a, b)” dengan solusinya

i = A% 3)
_ [ Xkt Xl
4= ( Y th Yt @
- Y ds )
b= i 5
( i1 dil; ©)
(L dan PEMBAHASAN

)agian ini akan diterangkan tentang estimasi parameter pada model eksponensial dan
ienggunakan algoritma PSO. Untuk perbandingan, akan dilakukan estimasi parameter
alitik dan secara numerik menggunakan metode Gauss-Newton.

ing kurva model pertumbuhan eksponensial

pertumbuhan eksponensial diberikan oleh

dN(t)
7—04]\[(15)7 aeR (6)

lusi dari persamaan (6)) digunakan pemisahan variabel sehingga diperoleh
N(t)=Ce™, t€l0,tf] (7
>rsamaan (/) dapat dituliskan dalam bentuk
In(N(t)) = In(C) + at, (8)

upakan persamaan linear dalam variabel ¢. Selanjutnya, nilai In(N (t)),In(C'), a pada
n (8) diperoleh menggunakan data dan persamaan (3]4l/5).

ing kurva model pertumbuhan logistik

pertumbuhan logistik diberikan oleh

dN (%)

TZN(t)<OZ_BN(t))7O‘75€R+ (9)

lusi dari persamaan (9)) diperoleh dengan pemisahan variabel sehingga diperoleh

N(t

In 7(]\[)“) =at+C (10)
1 - NII)&X

/max = /. Persamaan merupakan persamaan linear dalam ¢ dan nilai «, C

itung menggunakan data dan persamaan (34}5) sedangkan nilai 5 diperoleh dari 5 =
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ing kurva dengan PSO

e Swarm Optimization (PSO) menggunakan prosedur pembaharuan nilai posisi dan
1 yang diberikan pada persamaan
Vi = Vi+ay(Ph —Xp) + ey (G — X})
i i i (11)
Xip = Xp+ Vi

{ menyatakan posisi swarm yang merupakan calon solusi masalah, V' menyatakan
1 swarm untuk bergerak mendekati solusi berikutnya dari posisi awal, ¢ menyatakan
rarm, k menyatakan indeks urutan iterasi, v merupakan suatu bilangan random, ¢, ¢y
an nilai kognitif swarm yang nilai standarnya 1.4 [1], Pb, Gb menyatakan Person-
n GlobalBest yaitu posisi terbaik suatu swarm dan seluruh swarm.

nodel eksponensial yang diberikan pada persamaan (7)), terdapat dua parameter yang
>tahui, yaitu C' dan «. Sedangkan pada model logistik pada persamaan (9), terdapat
neter yang perlu untuk diestimasi yaitu « dan 3. Oleh karena itu, pada penerapannya,
lua jenis swarm dengan masing-masing jenis diberikan alokasi sesuai pengaturan PSO.
;amaan eksponensial dan logistik, keduanya menggunakan fungsi fitness yang sama
rikan pada persamaan (I). Namun, untuk perhitungan nilai fitness, model logistik
hkan perhitungan numerik untuk menentukan solusi persamaan diferensial orde dua
menggunakan metode Euler untuk setiap swarmnya. Prosedur penentuan parameter
ienggunakan PSO pada model logistik diberikan pada AlgoritmalI]

Algoritma 1: Alur penentuan parameter model logistik menggunakan PSO.

put data, nVar, nSwarm, itMax, tolMax, ¢, co
indom nilai dan kecepatan X¢, V{
tung V', X} menggunakan persamaan
tung Fitness dengan persamaan (1))
ntukan Pb, Gb dengan memilih Pb} = min(X?), Gb = Pb
ocedure
for k=1:itMax do
Hitung V)" ;, X}, dengan persamaan
Hitung Fitness dengan persamaan (]
Tentukan Pb dengan Pbj, = min(X}),m=1,...,k+1
Tentukan Gb dengan Gby1 = min(Pbj_,)
if abs(Gby41 — mean(X;)) < tolMax then
break;
end if
end for
d procedure

walasi numerik

agian ini diberikan perbandingan hasil estimasi parameter dari segi waktu komputasi,
erasi maupun eror antara hasil estimasi dengan data untuk metode analitik, metode
'wton dan algoritma PSO. Untuk keperluan simulasi numerik, digunakan parameter
g diberikan pada Tabel
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No Parameter Simbol Nilai
1  Tebakan Awal A metode GN Ay Disesuaikan dataset
2  Tebakan Awal B metode GN By Disesuaikan dataset
3 Kognitif PSO c1,Ca {1.2,1.8,2.4}
4 Jumlah Swarm nsS {30,100, 150}
5 Iterasi Maksimum itMax 1000
6 Toleransi Eror Maksimum  tolMax le — 10

Tabel 1: Nilai parameter dalam simulasi
imulasi untuk model eksponensial dengan dataset pertumbuhan ikan Trout [/] diberikan
21 2] sedangkan untuk dataset kenaikan tekanan terhadap ketinggian [8] ditunjukkan

|

o Metode A, By nS i TOC A; B; Eror

l  Analittk — — — — — 30.93846  0.007  310285.13

) GN 25 005 — 100 1.82054 40.9373 0.00688 39036.00

3 GN 25 2 — 100 1.83147 NaN NaN NaN

{ PSO — — 30 42 7.53819 40.93733 0.00688 39036.09

5 PSO — — 100 42 7.14031 40.93733 0.00688 39036.09

) PSO — — 150 42 8.27784 40.93733 0.00688 39036.09
Tabel 2: Perbandingan seluruh metode pada model eksponensial [[7]]

Vo Metode Ay By nS i TOC A; B; Eror

1 Analitk — — — — — 1103.233  -0.147  10595.97

2 GN 100 0 — 100 1.45701 1037.1 -0.13507 2132.542

3 GN 800 0 — 100 1.46685 -813380 0.22619 2.23e2l

4 PSO — — 30 36 6.18584 1037.102 -0.13507 2132.542

5 PSO — — 100 36 5.11084 1037.102 -0.13507 2132.542

6 PSO — — 150 36 4.79512 1037.102 -0.13507 2132.542

Tabel 3: Perbandingan seluruh metode pada model eksponensial [§]

k pada Tabel [2| dan Tabel (3| metode PSO mendapatkan hasil terbaik dibandingkan
alitik maupun metode Gauss-Newton. Hal ini dilihat dari nilai pada kolom Eror. Hasil
de Gauss-Newton memberikan nilai yang berbeda karena metode ini membutuhkan
1 nilai awal yang tepat. Kesalahan pemilihan nilai awal dapat berdampak metode ini
seperti ditunjukkan pada Tabel 2] dengan nilai awal Ay = 25, B, = 2.
imulasi untuk model pertumbuhan logistik dengan dataset pertumbuhan populasi Eng-
Wales [9]] diberikan pada Tabel 4] sedangkan untuk dataset pertumbuhan bunga mata-
ditunjukkan pada Tabel [5| Dari Tabel [4] terlihat bahwa PSO mendapatkan hasil lebih
ndingkan analitik sedangkan pada Tabel [5| nilai analitik lebih baik dibanding PSO.

No Metode nS i TOC A, B; Eror
1  Analitk — — — 0.016  0.00028 187.42
2  PSO 30 257 2.1253 9.6617 0.0778 127.69
3 PSO 100 262 5.5139 9.6617 0.0778 127.69
4 PSO 150 252 7.538 9.6617 0.0778 127.69

Tabel 4: Perbandingan metode analitik dan PSO model logistik [9]
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No Metode nS 1 TOC A; B; Eror
1  Analittk — — — 0.089 0.0003 86.682
2 PSO 30 299 1.11 75.457 03014 403.1

3 PSSO 100 248 23782 76.689 0.3072 391.01
4 PSO 150 250 3.4542 76.689 0.3072 391.01

Tabel 5: Perbandingan metode analitik dan PSO model logistik [[10]

MPULAN

sarkan hasil uji komputasi yang telah dilakukan, melihat eror antara data dan hasil es-
sat disimpulkan bahwa algoritma PSO mampu menghasilkan estimasi parameter yang
ndingkan Gauss-Newton dan secara analitik. Oleh karena itu, metode ini dapat digu-
vagai alternatif dalam masalah estimasi parameter khususnya dalam sistem dinamis.
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ESTIMASI PARAMETER PADA MODEL EPIDEMI SIR
MENGGUNAKAN PARTICLE SWARM OPTIMI ZATION

Khozin Mutama , Zulkarnair

LJurusan Matematika Fakultas Matematika dan limu Pengetahuan Alam, Universitas Riau
email: khozin.mutamar@unri.ac.id

ABSTRAK

Jcepti ble, Infected danResigant (SIR) digunakan untuk mengamati penyebaran infeksi dai populasi
jangkit penyakit pada populasi sehat yang rentan. Andisis model dilakukan menggunakan kriteria
luwitz, bilangan reproduksi dasar ataupun teori kestabilan Lyapunov. Untuk analisis kestabilan ini
<an nilai parameter yang biasanya diasumsikan nilainya. Data yang tersedia tidak dapat digunakan
enentukan nilai parameter dari model SIR karena merupakan sistem persamaan diferensial nonlinear
lusi eksaknya tidak dapat ditentukan. Pada artikel ini, akan dilakukan penentuan parameter dari model
uhan eksponensial, logistik dan model epidemi SIR menggunakan algoritma Partikel Swarm
ation (PSO). Model SIR disdesaikan secara numerik menggunakan metode Euler berdasarkan nilai
er yang ditentukan dengan PSO. Hasil simulasi menunjukkan bahwa PSO akup bak dalam
Ikan parameter ketiga model dibandingkan dengan metode amalitik dan metode numerk Gauss-

nd: Modelpertumbuhan, model epidemi SIR, ftting kurva, algoritma PSQO, estimasi parameter

ABSTRACT
ible, Infected and Resistant (SIR) models are used to observe the spread of infedion from infected
ons into hedthy populations. Stability analysis of the model is done using the Routh-Hurwitz criteria,
production number or the Ly apunov Stability. For stabiity analysis, parameters value are needed and
lues is usudly assumed. Given data cannot be used to determine the parameter values of SIR model
» ofanalytic solution of system of nonlinear di fferential equation cannot be determined. In this article,
jetermine the parameters of the exponential growth model, logistic model and SIR models using the
Swarm Optimization (PSO) algorithm. The SIR model is solved numericdly using the Euler method
n the parameter values determined by PSO. The simulation results show that the PSO algorithm is
1ough in determining the parameters of the three models compared to analytical methods and the
lewton numerical method.

Is Growth mathematical model, SIR model, curve fitting, PSO agorithm, parameter estimation

Pendahuluan
a globalisasi dan teknologi seperti sekarang ini, setiap kegjadian akan terdokumentasi akibat dukungan
one dan akses internet berimpah. Akibatnya, data kejadian di setiap waktu dan lokasi dapat
llkan dan diolah dengan baik karena ketersediaan data sangat lengkap. Keberadaan data tidak lagi
an dari eksperimen di dalam laboratorium, tetapi dari segala aspek kehidupan masyarakat modern.
media, contohnya media sosial seperti facebook dan twitter yang memproduksi data. Sebagai contoh,
emerintah yang berujung viral, kemudian dikemas dalam sebuah polling di twitter terkait reaksi dari
iIng dan anti pemerintah. Data-data ini juga dis ediakan terbuka, baik oleh lembaga yang memang
menyimpan data, ataupun media sosial tempa masyarakat melalukan pengambilan data. Bahkan,
a sotware saat ini seperti R juga menyertakan paket data yang merupakan hasil pengumpulan data
1 tim pendukung pengembangan sofware tersebut.

1atematika dapat diartikan sebagai persamaan matematis yang menjelaskan perilaku di dunia nyata.
aan ini dibentuk dengan mentransformasi bentuk kejadian di masyarakat menjadi variabe ataupun
er. Model matematika yang cukup banyak digunakan adalah model yang betbentuk persamaan
al. Contohnya, model gerak baik itu pegas, pendulum ataupun manuver pesawat, dinyatakan d alam
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yersamaan diferensial biasa. Selain itu, model penyebaran penyakit yang lebih dikenal dengan model
e Infected, Resistant (SIR) juga diny atakan dalam sistem persamaan diferensial biasa. Model SIR
yanyak digunakan untuk menganalisis penyebaran penyakit di lingkungan manusia seperti virus Ebola
a [2], Malaria [4], Diabetes [11]. Bukan hanya penyakit yang menyerang fisik, tetapi penyakit yang
kebiasaan buruk juga dapat dianalisis dengan model SIR. Mu'tamar [7] mengembangkan model SIR
ienganalisis penyebaran kebiasaan mengkonsumsi minuman beralkohol serta menerapkan kontrol
1 untuk tindakan pengobatan. Selain untuk lingkungan manusia, model SIR juga dapat digunakan
nenganalisis penyebaran virus pada lingkungan komputer [12]. Jika model matematika ini
nasikan dengan data, maka matematka dapa menjad alat yang sangat baik untuk pengamatan
jan dan dasar pengambilan kebijakan. Namun sayangnya, untuk mengolah data dan model
tika berupa persamaan diferensial biasa tidaklah mudah. Hal ini dikarenakan proses yang digunakan
nakan kurva fitting yang selama ini hanya dilakukan pada fungsi yang memiliki bentuk eksplisit. Ha
kar dilakukan pada model SIR dikarenakan model ini tidak dapat diselesaikan secara analitik sehingga
ersamaan daam bentuk eksplisit tidak dapat ditentukan.

hun 1995, Eberhart dan Kennedy memperkenalkan suatu metode pencarian yang dhaatitidan
Jptimization [1]. Metode ini dikembangkan dari perilaku kawanan hewan seperti lebah dan semut
1enemukan lokasi makanan. Metode ini tidak membutuhkan teor matematika yang kompleks sepert

1 ataupun Hessian dalam menentukan solusi ataupun maksimum dari sebuah sistem persamaan
r. Oleh karena itu, penggunaanya sangat luas terutama dalam bidang kontrol. Naiborhu et.al [9]
nakan PSO untuk menentukan lintasan alternatif ketika metadelinearization gagal dalam

tkan kontrd dari sistem nonlinear karena diskontinuitas. Mutamar [8] menggunakan PSO dan
nasikan dengan logika fuzzy untuk menentukan matriks pembobot pada kontrol LQR yang
sikan pada sistem lacak kendali. Hasni [5] menggunakan PSO untuk menentukan parameter pada
(lim GreenHouse dan dibandingkan dengan algoritma genetika. Jalilvand [6] menggun akan PSO dan
fikasi aspek bilangan random menggunakan rasio posisi dan personalBest sehingga mempercepa
yencarian solusi. Chiu [3] menerapkan PSO untuk menentukan p arameter pada array antena sehingga
an sinyal dapat dimimumkan. Solihin [13] memanfaatkan PSO untuk menentukan parameter kontrol

1 yang diaplikasikan pada bentuk linear bandul terbalik.

tekankan disini, penditian yang sudah dilakukan, parameter yang akan ditentukan menggunakan PSO
<an parameter dari fingsi atau fungsional yang secara eksplisit telah tersedia. Model GreenHouse
menggunakan model matematis yang solusi eksplisitnya tersedia sehingga nilai fitness dapat dihitung
mudah. Pada penditian ini, parameter yang ditentukan nilanya addah parameter dari model

tis yang solusinya tidak tersedia menggunakan metode analitik. Penentuan solusi akan ditentukan
wumerik dan kinerja metode P SO akan dianalisis dengan uji statistik menggunakan data simulasi.

1i disusun dengan sistematika b erikut. Metode dan bahan penelitian akan dijelaskan s etelah bab ini.

anjutnya men erangkan hasil dan pembahasan dari penelitian yang telah dilakukan. Simulasi numerik
n di akhir bab pembahasan untuk menunjukkan efektivitas metode PSO dalam menentukan parameter
lari tiga model yang diberikan dan dari bebergpa data sekunder yang diambil dari berbaga sumber.
Jlan dan saran diberikan pada bagian terakhir untuk merangkum seluruh hasil penelitian.

M etode dan Bahan Penelitian
yang digunakan dalam penelitian ini merupakan studi kepustakaan, yang mengembangkan penelitian
inya. Oleh karena metode estimasi param eter pada sistem dinamis belum dilakukan pada penelitian
inya, maka pada p enditian ini akan dilakukan pada model yang sederhana yaitu model pertumbuhan
:nsial dan logistik. Selanjutnya, metode akan diterapkan pada model Spsdeptible, Infected dan
. (SIR). Langkah keljja dalam penelitian ini addah
Menentukan data yang akan digun akan sebaga bahan kerja yang karakteristiknya memenuhi model
eksponensial dan logistik.
Menentukan solusi analitik dari model eksponensial dan logistik Kedua model ini melibatkan dua
parameter yang tidak diketahui nilainya.
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Menentukan solusi numerik dari model logistik dan model epidemi SIR. Modd logistik kembali
ditentukan solusi numeriknya untuk uji banding keberhasillan metode PSO dalam menentukan
parameter.

Menentukan nilai parameter dari masing-masing model. Metode PSO digunakan untuk seluruh
model, metode fiting kurva linear untuk model eksponensial dan logistik dan metode numerik
Gauss-Newton hanya untuk model eksponensial.

Membandingkan data dan hasil fungsi berdasaikan nilai parameter yang dihasilkan.

Khusus untuk mode epidemi SIR, data diperoleh dengan simulasi dengan nilai parameter yang telah
ditetapkan sebelumnya. Oleh karena itu, dilakukan uji hipotesis untuk melihat apakah parameter
yang dihasilkan memberikan nilai eror yang kecil dibandingkan nilai hipotesis yang diusulkan.

nya, beberapa definisi dan teori terkait penelitian ini disgikan pada pembahasan berikut ini.

Curva Fungs Linear

1 diberikan pasang datg¢ , ) dengan = 1,2,.., dan dipilih fungsi hampiran bagi data
, ()= o+ dengan , O dengan # 0. Didefinisikan eror antara data dan fungsi
n yaitu
12 2
r y ,t = +at| _di l
(aoa,t)=5 3 (s +at - d) @)
= (). Tuuan yang ingin dicapa adalah meminimalkan ni@i , , ) pada persamaan (1)
memilih , yang sesuai. Nildi ©, ©) akan meminimumkan persamaan (1) jika memenuhi
or i
Py a +at-d
oa, 2 H
or i E @
— = +at-d )t
7, > (2 +at-d) q
— = 0,— = 0 sehingga menghasilkan
" a, +a1t| = n d‘ %
|;1 |zl D (3)
a’‘t+at? = JdtU
; 0 1 a1 i 4 i |E
persamaan (3) dapat dinyatakan dalam sistem persamaan lireardengan = ( “, 9 dan
O . O
oyl >t@
A=0" =0 4)
OAIMAE:
O C
" DZdi C
b:l]'n: C 5)
M At

Swarm Optimi zation (PSO)
Swarm Optimization (PSO) merupakan metode heuristik yang digunakan untuk menentukan solusi
ljuan y ang didasarkan perilaku hewan kawanan semut aau lebah yang dikembangkan ol eh Kennedy
rrhart pada tahun 1995. Solusifungsi tujuan merupakan posisi swarm yang dihitung dengan persamaan
Xen =X Ve (6)
adalah keeepatan gerak swarm yang dinyatakan dalam persamaan

Vi =V +ay(Phl - Xi) +c,{GH - Xy ) )
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dari simbol pada persamaan (6), (7) diberikan pada T abd 1.
Tabel 1. Pengertian simbal dari persamaan (6), (7) pada Algoritma PSO
Simbol K eterangan
P osisi swarm kepada iterasi ke
Kecepatan gera&k swarm kpada iterasi ke
, Kognitif individu dan sosal swarm suatu bilangan yang menyatakan tingkat keman

swarmuntuk nenentukan solusi dan kemampuan untuk berkenbang bersama kawanan.
Nilaitebaik berdasarkan penelitian adalar < 4. [1]

Bilangan acak yang dihasilkan konputer
P ersoalBest, solusiterbak dari posisi swarmke-i dari iterasi petama hingga
GlobdBest, solusi terbaik darn seluruh swarmdari seluruh iterasi

-pidemi Susceptible Infecteddan Resigant (SR)
pidemi SIR merupakan model matematika yang berbentuk sistem persamaan diferensial biasa yang
an untuk menggambarkan penyebaran penyakit dari individu yang telah terinfeksi. Model epidemi
yatakan dalam persamaan

= -as(t)i(t) T

s(t)
) = as(t)i(t)-A()E ®)

i'(t
°() = A :
(),(),()=o0dan ()+ ()+ ()=1untuk setiap wakiu. Variabel dan parameter pada
1an (8) diterangk an pada T abel 2.
Tabd 2. Pengertian parmameter dan variabel pada persamaan (8)
Simbol  Keterangan
() Jumlah individu yang sehat dan rentan untuk tertular penyakit pada waktu
() Jumlah individu yang terjangkit penyakit dan dapat menularkan penyakit pada waktt
() Jumlah individu yang telah terjangkit penyakit dan sembuh dar penyakit
diasunsikan tidak akan tertular penyakit kembali pada waktu
Laju infeksi penyakit oleh populasi yang tejangkit penyakit pada populasi sehat
interaksi keduanya, denga> 0.
Laju penyembuhan dar penyakit yang pada individu terinfeksi secara propors
dengan > 0.

Gauss-Newton
1 diberikan sistem persamaan nonlineér) = 0. Nilai adalah akar dari sistem persamaan
r jika memenuhi () = 0. Untuk menentukan solusi dari sistem persamaan nonlinear, dapat
an metode Gauss Newton, dimana :
rr .ir r
X =%, =37 (%) f (X)) ©)
adalah tebakan awal damdalah matriks Jacobian dari sistem persamaan nonlingeaitu
gof, of of, C
Dil ail L 671[
0% 0%, X, [
Daf of, of, E
J= |:|6x1 0X, X, [
OM M 0o MEC
g C
oof, df, af C

S
Hox  ax,
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=uler untuk Sistem Persamaan Dif@ensial Biasa
1 diberikan sistem persamaan diferensial biasa orde satu dan autononrou§,, ) dengan nila

=0)= yang terdefinisi pada interval 0 [0, ]. Metode Euler untuk menyelesaikan solusi
dari sistem persamaan diferensial biasa diberikan oleh

r r Lor

Yo = Yo+ (1Y) (10)

adalah lebar partisi

Hasl dan Pembahasan
agian ini &an dibahas tentang penentuan parameter yang terdapat pada model pertumbuhan

:nsial, logistik dan model epidemi SIR. Metode penentuan parameter yang akan digunakan meliputi

eksak, metode numerik menggunakan Gauss-Newton dan algoritma PSO. Untuk mode logistik,

an parameter akan dilakukan dengan metode eksak dan algoritma PSO. Metode Gauss-Newton
uhkan turunan parsia terhadgp masing-masing variabel yang mengakib atkan persamaan yang terlibat
10del logistik menjadi sangat kompleks. Pada model epidemi SIR, metode penentuan parameter y ang
an hanyalah algoritma PSO dikarenakan tidak terdapatnya metode anditik untuk menyelesaikan

yersamaan diferensial SIR.

an Parameaer Modd Eksponensial.
ertumbuhan eksponensial dinyatakan dalam bentuk persamaan diferensial biasa orde satu linear, yaitu

dN (t
dt():/lN(t) (11)
adalah parameter kesebandingan yang nilainya positif untuk menggambarkan peningkatan dan

intuk penurunan. Solusi analitik model pertumbuhan ekspon ensial menggunakan pemisahan variabd
n oleh

N (t) = Nge™ (12)
adalah nilai awal, yaitu nilai( ) ketika = . Untuk menentukan parameter pada persamaan
rsamaan (12) perlu dinyatakan dalam persamaan linear. Transformasi logaritma natural pada masing-
ruas pada persamaan (12) akan menghasilkan

in (N () = At +in(N,) (13)
aan (13) merupakan persamaan linear terhadapgan kemiringan dan intercept In . Untuk

Ikan parameter, dari model eksponensia dari data yang diberikan dapat dilakukan dengan
r sebagai berikut

Algoritma 1. Penentuan parameter model eksponensial dengaf datx
Input datg , )
Transformasi data menggunakan logaritma natim@l ), sebut
Bentuk matriks berdasarkan persamaan (4) menggunakan data
Bentuk vektor berdasarkan persamaan (5) menggunakan ddtn
Selesaikan SPL untuk mendapatkan nilai parameter

an Parameer Modd L ogigik.

rerumbuhan logistik merupakan model perbaikan dari model eksponensial dengan mengubah nilai
idingan dengan sebuah fungsi linear dengan kemiringan negatif. Bentuk mod el pertumbuhan logistik
n oleh

N~ (2o () ) 149



ns Matematika dan Statistka, Vol. XXX, No. YYY, BULAN ZZZ 2018
1604542, e-ISSN: 2615-8663

, adalah parameter positif yang menyatakan proporsi pertumbuhan aami dan penurunan akibat

populasi. Menggunakan metode pemisahan variabel, akan dipemleh solusi analitk dari persamaan
u

O O
O N (t) O
nO——2 [Fat+c (15)

Hl_ N(t)
Nmax
= - adalah populasi maksimum. Persamaan (15) merupakan persamaan linear terhadap

kemirian danintecept . Untuk menentukan parameter dari model logistik dari data yang
n dapat dilakukan dengan prosedur sebagai berikut

Algoritma 2. Penentuan parameter model logistik dengan(data)
Input datg , )
Tetapkan nilai adalah populasi maksimum dari ditambah konstanta posi
tertentu
Transformasi data menggunakan ruas kiri pada persamaan (15), sebut
Bentuk matriks berdasarkan persamaan (4) menggunakan data
Bentuk vektor berdasarkan persamaan (5) menggunakan datn
Selesaikan SPL untuk mendapatkan nilai parameter
Nilai parameter ditentukan dengan =

an Paraméaer Modd SIR dengan PSO.
1enentukan parameter dengan PSO diperlukan solusi dari model epidemi SIR. Oleh karena modd
SIR tidak dapat diselesaikan secara analitik maka model ini akan diselesaikan secara numerik,

nakan metode Euler. PSO menggunakan swam untuk menemukan sumber makanan, yang dalam
1si merupakan solusi dari pemasalahan. Oleh karena terdapgparémeter dalam model epidemi
lam hal ini, dengan masing-masing parameter menggunakaswam serta diupdate sebanyak

hitungan maka adalah matriks posisi dari swarm PSO yang menyimpan solusi dan dnyatakan

x(annS,itM) (16)
g sama betdaku bag sebagai matriks kecepatan gerak bagi swarm PSO. Setigp swarm memiliki
oencarian sendiri dan akan menyimpan hasil pencarian terbaik sebagai personalBest. Oleh karena itu
iikan matriks personalBest sebagai riwayat pencarian masing-masing PSO yaitu

Pb(nSxnv, itM) )

incarian seluruh swarm pada satu vaiabel akan dipilih yang terbaik sebagai acuan langkah gerak
swarm yang dikenal dengan globalBest. GlobaBest memupakan matriks posisi terbak seluruh swarm
tu parameter di seluruh iterasi berjalan sehingga didefinisikan

Go(nv,itm) (18)

est dan personalBest ditentukan berdasarkan nilai fitness. Nilai ftness adalah nilai fungsi yang akan
an solusinya. Nilai fitness pada model epidemi SIR adalah selisih mutlak antara data dan solusi
yang dihasilkan menggunakan metode Euler dengan data parameter dari PSO.

1 penentuan parameter pada model epidemi SIR menggunakan PSO diberkan pada Algoritma 3 dan
ass ditentukan dengan prosedur yang diberikan pada Algoritma 4.

ritma 3. Penentuan parameter model epidemi SIR menggunakan PSO dengan data
Input datg , ).
Input parameter PSO,, , =1 3.
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Input parameter numerik =1 - 5.
Tetapkan posisi swarm pada iterasecara acak.
Tetapkan kecepatan swam pada itetasecara acak.
Hitung nilai fitness berdasarkan Algoritma 4.
Tetapkan personalBest, yaitu nilai posisi swarm pada iterdsi ke-
Tetapkan globalBest, yaitu nilai posisi swarm yang memberi nilai fitness terbaik.
For i=1:itM
Update nilai posisiswarm dengan persamaan (6)
Update nilai kecepatan swam dengan persamaan (7)
Hitung nilai fitness dengan swarm iterasi ldengan Algoritma 4.
Tentukan personalBest masing-masing swarm dari itesampai iteras
Tentukan globalBest seluruh swarm dari itetasampai iterasi
Periksa kebenaran salah satu kondisi berikut
a selisih swarm iterasi kedengan — 1 kurang dai sama dengan tolM
b. selisih nilai fitness seluruh parameter kurang dari sama dengan tolM
c. iterasi maksimum telah terapai
Jika salah satu kriteria bernilai benar, iterasi dihentikan
End for.

Algoritma 4. Perhitungan nilai itness menggunakan metode Euler
Input datg , ).
Input nila awal SIR, , , .
Selesaikan model SIR pada persamaan (8) dengan nilai awd dan parameieada

seluruh swarm, , [, untuk = 1,2.., menggunakan metode Euler pada
persamaan (10).
Hitung selisin mutlak solusi = | - (]

Urutkan nilai  dari terkedl hingga terbesar

i Numerik
agian ini dilakukan simulasi numerik untuk melihat perbandingan antara metode analitik, Gauss
dan PSO dalam menentukan parameter model dinamis. Untuk keperluan simulasi numerik, parameter
ing digunakan pada PSO diberikan pada T abel 3

Tabd 3. Parameter yang digunakan dalam simulasi numerik

Par ameter Simbd Nilai

Tebakan awal parameter metode Gauss Newtol , Disesuaikan dataset
Kognitif swarm PSO , {1.2,1.82 .4}
Jumlah swarm {30,100,150}
Iterasi maksimum 13
Tolerans eror maksimum 1 -5

1, &kan ditentukan parameter model eksponensial menggunakan metode analitik, Gauss Newton dan
ri data perbandingan suhu dan kelembaban pada atmosfir bumi [14] yang disajikan pada T abel 4.
Tabe 4. Kelembaban udara berdasarkan ketinggian
C 40 30 -20 -10 O 5 10 15 20 2% 30 35 40
H 01 03 075 2 35 5 7 10 14 20 26.5 35 47
rkan data yang dibeiikan, dengan menggunakan prosedur pada Algoritma 1 diperoeh oheatriks
yaitu
080 130 I [20.32703%
Feioo soH = He9zsazhk
rena determinan matriks pada persamaan (19) tidak nol maka terdapat solusi tunggal, yaitu
= 3.015 Untuk PSO akan digunakan tiga nilai swarm berbeda dengan = 1.8. Hasil
selengkapnya, dibeikan pada Tabel 5.

(19)
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Tabe 5. Hasil penentuan parameter dari data Tabel 4 untuk model eksponensial dan erornya

) Metode nS itM TOC Eror Relatif Eror
Analitk - - - - - 0.074718 3.015647 25.22 14.736%
’ GN 03 02 - 100 2.57 4.103670 0.061240 2 1.169%
3 GN 0.5 5 - 100 2.56 0.5 3.75 2.43e129 142e127%
I GN 5 5 - 100 2.57 5 3.75 24el131 142e129%
y PSO - - 30 157 3.21 4.103666 0.061235 1.716426 1.003%
y PSO - - 100 142 2.48 4.103668 0.061235 1.716426 1.003%
PSO - - 150 172 3.58 4.103676 0.061235 1.716426 1.003%

i - pada Tabd 5 bahwa algoritma PSO menghasilkan parameter yang membuat model eksponensid
m ati data yang diberikan dibandingkan metode analitik dan Gauss-Newton. Pada metode Gauss-Newton
te perbedaan hasil yang diakibatkan pemilihan nilai awal yang berbeda-beda. Pemilihan nilai awal yang
i Jat pada metode Gauss-Newton berakibat metode divergen atau tidak berhasil menemukan solusi.
B kan swarm dengan = {30,100,150}dari ttik awal yang dipilih secara acak menuju fitik solusi

al berikan pada Gambar 1.

w— - 'k

|5ar f Pe-rgerakanwswgrm dar pos:isi awal menuju ti_tik' parameter model eksponensial uatuk
{50,100,150}dari data Tabel 4.

= 1 merupakan gambar posisi setiap swarm di setiap iterasi. Setap swam pada setiap iterasi akan
D ikan posisi baru yang merupakan calon solusi. Pada akhirnya, seluruh swarm akan berkumpul pada

t g sama dimana titik tersebut adalah solusi akhir yang merupakan parameter dari model eksponensial.
P lingan antara data dan solusi numerik menggunakan parameter yang ditentukan dengan PSO serta

diberikan pada Gambar 2.

s : . '.|
= - : : ¥
] = = o i = = 7 = T

Gambar 2. Solusi numerik model eksponensial dan eror terhadap data Tabd 4.

10del logistik, metode yang akan dibandingkan adalah metode analitik dan PSO. Dataset yang

an adalah data populasi Bison di daerah Yellowstone [15] yang disajikan pada T abd 6.
Tabel 6. Data populasi Bison di daerah Yellowstone dari tahun 1902 sampai tahun 1931

No taéhun Populasi No tahun Populasi
1 1902 44 16 1917 397

M
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No tehun Populasi No tahun Populasi
2 1903 47 17 1918 423
3 1904 51 18 1919 504
4 1905 74 19 1920 501
5 1906 80 20 1921 602
6
7
8

1907 84 21 1922 647

1908 95 22 1923 748

1909 118 23 1924 808
9 1910 149 24 1925 830
10 1911 168 25 1926 931
11 1912 192 26 1927 1008
12 1913 215 27 1928 1057
13 1914 229 28 1929 1109
14 1915 270 29 1930 1124
15 1916 348 30 1931 1192

B rkan data Tabel 6 dan menggunakan prosedur pada Algoritma 2 diperoleh madkeektor

0 57,495 30 O I [1209.276[
H10,191,415 57,498 ~ H 40,1776

nya, hasil perbandingan parameter dari data Tabel 6 untuk model logistk dengan membandingkan
| netode analitik yang merupakan solusi SPL dari persamaan (20) dan algoritma PSO diberikan pada

(20)

_AR

Tabel 7. Hasil penentuan parameter menggunakan metode analitik dan PSO serta erornya
No Metode nS itM TOC Eror Eror Relatif

1 Analitik - - - 0.310833 0.000261 4014.949 28.59%

2 PSO 30 226 3.56 17.17955 0.011288 4017.628 28.61%

3 PSO 100 245 7.15 17.17955 0.011288 4017.628 28.61%

4 PSO 150 253 10.82 17.17955 0.011288 4017.628 28.61%

1 ’ menunjukkan bahwa algoritma PSO mendapatkan parameter yang membuat mode logistik
fA mpiri data dengan tingkat eror yang sangat kecil selisihnya (0.02%) dibandingkan metode analitik.
J hat, metode analitik dan algoritma PSO menghasilkan nilai parameter yang jauh berbeda namun
I 'a menghasilkan nila fungsi yang hampir sama. Pergerakan swarm deng&0,100,150}dar

i il yang dipilih secara acak menuju titik solusi akhir, diberikan pada Gambar 3 sedangkan kurva

Qs ingan antara data dan solusi humerik menggunakan parameter yang ditentukan dengan PSO serta
diberikan pada Gambar 4.

A&

o

irhbér 5 E’ergemrakan swaan dari posisi awal menuju titik parameter model logistik urtuk
{50,100,150}dari data Tabel 6.

e . Rl T
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nbar 4. Solu5| numerlk model Iog|suk dan eromya terhedap dataTabeI 6 ﬁé{dae 02 1931]

ng menggambarkan model epidemi SIR tidakah mudah untuk ditemukan. Oleh karena itu, pada

S ini akan digunakan data simulasi yang dibuat menggunakan parameter yang telah ditentukan.

a PSO digunakan untuk menebak kembali paraneter berdasarkan data yang telah dibuat sebelumnya.
1ielihat apakah eror yang dihasilkan untuk seluruh parameter di bawah toleransi maksimum, akan diuji

uji hipotesis menggunakan software R. Parameter model epidemi SIR yang digunakan diberikan pada
. Parameter ini dipilih secara acak pada intétvd). Data yang dibuat terdiri atas 100 buah data

\

hlcaps

=hf

=

asing-masing kompartment yang terdefnisi pada intefi§0,30].
Tabd 8. Parmmeter yang digunakan untuk membuat data model epidemi SIR.

No

No

09756
01614
07945
09244
04663
06136
04105
09692
06532

06774
0.1245
0.5955
0.7729
05796
0.6839
04273
0.2768
0978

11
12
13
14
15
16
17
18
19

Poo~N~NoubhwNE

o

07714

0.9649

20

0.4152
0.1491
0.4943
0.8487
0.6778
0.4459
0.4971
0.1561
0.6979
0.2047

0.7281
0.7248
0.645
008585
05279
0.8515
021
0.8267
0.2064
0.4755

nulasi penentuan kembali parameter T abel 8 menggunakan P SO disajikan pada T abel 9.
Tabel 9. Hasil penentuan parameter SIR dengan PSO dan emrnya

& itM () ()
(i ).9756 0.6774 0.95459 0.67289 1.62e03 127 2.10e02 2.15% 4.51e03 0.67%
2 ).1614 0.1245 0.16097 0.12451 8.49e05 125 4.33e04 0.27% 1.42e05 0.01%
).7945 05955 0.77836 0.58998 7.73e04 129 1.61e02 2.03% 5.52e03 0.93%
4 ).9244 0.7729 0.89617 0.75741 5.35e04 143 2.82e02 3.05% 1.55e02 2.00%
5 ).4663 05796 0.45013 0.56176 9.97e06 123 1.62e02 3.47% 1.78e02 3.08%
6 ).6136 0.6839 0.59115 0.66251 3.09e05 132 2.25e02 3.66% 2.14e02 3.13%
- ).4105 04273 0.40193 0.42014 1.09e03 192 8.57e03 2.09% 7.16e03 1.68%
& ).9692 0.2768 0.95882 0.28262 3.10e02 137 1.04e02 1.07% 5.82e03 2.10%
¢ ).6532 0.978 0.60877 0.91649 4.21e06 144 4.44e02 6.80% 6.15e02 6.29%
L ). 7714 09649 0.72709 0.91538 1.90e05 141 4.43e02 5.74% 4.95e02 5.13%
1 ).4152 07281 0.39123 0.68834 3.57e05 162 2.40e02 5.77% 3.98e02 5.46%
£ ).1491 07248 0.13650 0.66395 5.14e07 151 1.26e02 8.45% 6.08e02  8.40%
B ).4943 0.645 0.47435 0.62158 7.99e-06 140 2.00e02 4.04% 2.34e02 3.63%
T ).8487 008585 0.86256 0.08594 2.60e02 179 1.39e02 1.63% 8.66e05 0.10%
£ ).6778 05279 0.66525 0.52294 4.69e04 99 1.25e02 1.85% 4.96e03 0.94%
56 ).4459 0.8515 0.41431 0.79392 1.73e06 140 3.16e02 7.08% 5.76e02 6.76%
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itM ) ()
). . . . .99%e .34e . o .o3e . 0]
).1561 0.8267 0.14093 0.74714 3.22e07 118 1.52e02 9.72% 7.96e02 9.62%
).6979 0.2064 0.69284 0.20934 1.98e02 192 5.06e-03 0.72% 2.94e-03 1.43%
).2047 04755 0.19547 0.45483 3.10e06 154 9.23e-03 451% 2.07e02 4.35%

5 menunjukkan pemerakan swarm untuk parafieted 1,20} dari titik posisi awal yang dipilih

acak menuju titik solusi. Jumlah swarm yang digunakan dalam simulasi bagian ini adalah 30 swarm
memilih kognitif sosial dan individu pada ril& Tampak pada Gambar 5 bahwa swarm tidak terus

< mencapai  dikarenakan pada titik iteras tertentu, kondisi berhenti pada Agoritma 3 telah
i

PR L L B Lheh ] & [ = E°W
-y I

[} .-:'I-I

- 5. Pergerekanl.swarr-r; dari“posisﬁi awd.:menuju titik solusi dari paramnétérl,2untuk [0[0,30]
yang ditentukan dengan =1 3.

- pada Gambar 5 seluruh swam berkumpul pada dua titik yang merupakan nilai parameter yang ingin
an nilainya. Kurva solusi numerik model epidemi SIR menggunakan parameter hasil penentuan
nakan P SO ditunjukkan pada Gambar 6.
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=
..

IR dari parameéter,11,2 0untuk [0 [0,30]

LT

Gamba 6. Solusi numeik model epidemi S
ror antara data dan solusi numerik dari SIR dengan m enggunakan parameter yang dihasilkan oleh

unjukkan pada Gambar 7.
xﬂ“--.___

k model epidemi SIR dari parafndtdrl ,20untuk [J[0,30]

bar 7. Eror data dan solusi numeri
1 terakhir dari simulasi ini adalah menguji apakah rdatif eror yang dihasilkan dari parameter
1asilkan oleh PSO sesuai dengan yang diharapkan. Untuk kepeluan tersebut, dibuat hipotesis statistik

-~

S5

. Rata-rata eror relatif parameter pada T abel 9 kurang dari sama denggmn
Rata-rata eror relatif parameter pada T abel 9 besar datb
tesis dilakukan dengan t.test pada sotware R dengan memilih tingkat sigriifisa@utput dari uji
an uji t menggunakan R ditunjukkan Eada_Gambar 8. Gambar 8 menunjukkan bahwa untuk
an nilai - = {0.12450.2938)ang berarti

den
%kasil% dengan rataan uf % menghasil
atau dengan kata lain, benar bahwa eror relatif yang dihasilkan PSO untuk menentukan

1
it signi
kurang dari atau sama deng&a¥% dengan tingkat signifikadi %.
1 F o e SRR W

a=UEm

enolak
- LML FI TR -

er,
LErTE " LRSI LR [ L S E TS
e Famgla L-isil

L DTV RER T LT 4 P
LT R el
P N [
_'l |-:"\l'. 1 'u"|-| -:ld =% 13:1 e . T3kl r ..li Ee=L'ie & il'.l e
e e e Trrpr e gttt =t
ey (L] TR, rr
;'ll;':-"r \I'II.':-.':-.IM
MR . [ .'"h.l!"'il .
Gambar 8. Hasilt.test pada parameter, dai data relatif eror pada T abel xxx
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Kesimpulan dan FutureWorks

tikel ini telah dibahas tentang penentuan parameter pada mode eksponensial, logistik dan model
SIR menggunakan algoritma PSO. Model eksponensial dan logistik adalah model dasar yang dapa
an solusi analitiknya. Berdasarkan simulasi, jelas tampak bahwa algoritma PSO memberkan hasil
Jih baik dibandingkan metode analitik dan metode numerik Gauss-Newton. Untuk model SIR, data
gunakan adala data simulasi yang dihasilkan dari parameter yang telah diketahui nilainya. Hasil
an parameter menggunakan PSO menunjukkan bahwa algoritma PSO dapat menemukan parameter
1g an tingkat eror yang sangat kecil. Berdasarkan uji hipotesis rataan, tampak bahwa eror relatif yang
an dari algoritma PSO terhadap penentuan parameter kurar8ddengan tingkat signifikasl %

mulasi penentuan parameter SIR, hanya digunakan satu pilihan parameter PSO. Hal ini dikarenakan
an simulasi yang berat dikarenakan harus menyelesaikan solusi numerik sistem persamaan diferensia
stiagp swarm di seluruh iterasi. Untuk penelitian selanjutnya, perlu dipertimbangkan pengaruh jumlah
lan pemilihan kognitif swarm terhadap eror yang dihasilkan. Selain itu, dapat juga diterapkan adaptive
ada penelitian-penelitian yang telah dilakukan dalam hal kecepatan konvergensi swam untuk
an parameter yang melibatkan SIR dan bentuk pengembangan SIR seperti SEIR dan SIRS.

Ucapan TerimaKasih
mengucapkan terima kasih kepada LPPM Universitas Riau atas bantuannya melalui dana DIPA

an Dosen Muda sehingga perelitian ini dapat terlaksana, juga kepada seluruh reviewer atas masukan
angka perbakan artikel ini.
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