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KETUNGGALAN SOLUSI PERIODIK
PERSAMAAN DIFFERENSIAL TUNDAAN
3.1 PERSAMAAN DIFFERENSIALTUNDAAN

Suatu persamaan differensial disebut Persamaan Differensial Tundaan
(Differential Detay Equations). jika pada  persamaan terdapat  hubungan
Ketergantungan dart wakiu sebehunm dan waktu sekarvang.

Sebagai coutoh persamaan ;. v"(t)=v(t-7) merupakan Persamaan Tundaan
dengan 1" > 0.

Suatu contoh dari Persamaan Differensial Tundaan dapat diamati dapat diamati
dari tenomena berikut :

Suatn larutan air garam vang mengalir kedalam scbuah tanki dengan
Jumlah o liter / memit dan mengalie keluar dengan jumlah S liter /7 menit.
Tentukanlah konsentrasi dari larutan garam tersebut scbagar fumgst dari waktu.
Solusi : Karena perbedaan antara laratan yang mengalir ketlﬂllam _(l?ll;. keluar tanki

sebesar (6 ~ 5) liter / menit, maka volume i dalam l;ml-;é setelah t menit

adalah :

(517 menit) [-x—(‘)- A'g.ffJ -
100

O+t

v (4) ‘
———— kg /linenit
1000 + 7
- - - - N
Output perubahan dari masalah awal yang diberikan pada [enomena tersebut dapat

dimisalkan dalam persamaan :

i.\"k(j Sx
flt 1000+t

@chositow University Of Riau
FERPUSTRKARAN UNIUVUERSITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/




Persamaan Differensial Linier (3.1, 1) dapat diselesaikan dengan perluasan faktor
integrasi :
w (1) = (1000 + LY.

sehingga diperoleh :

/ 5 4
-;—[(EOOO+£) v]=6(1000+1)
!

(1000 +¢) ¥ =(1000 + )" +¢
X ()= (1000 + )+ ¢ (1000 + t)"

Dengan menggunakan menggunakan syarat awal x {0) — 0 dipevoleh ¢ = - (1000)°
Jadi solusi (3.1, 1) adalah :

X (1) = (1000 + 1) = (1000)° (1000 + t)”
Schingga konseatrasi laratan garam dalam tanki pada waktu t adalah

X(f
XY 000y (100045 kg T (3.1.2)
1000 + 1
Konsentrasi  yang  diberikan  dari persamaan (3.1.2) mendekati 1 kg / 1 untuk

{ — oo,

Bentuk Persamaan

-

X(t)= ()—_—J—J.\; (t-t,). dengan x(t) =0 untuk'tE[-u,,;,]

disebut Differensial Persamaan Tundaan dengan positip to konstanta
Suatu Persamaan Differensial Linier Tundaan sederhana ;
aty=au(t-b) (3.1.3)

dimana a dan b konstanta.
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Persamaan (3.1.3) mempunyai solusi
w=ce” untuk ¢ konstanta .

dan s memenuhi Persamaan Transendental:

- v

s=ae

Solusi (3.1.3) untuk t > 0 dapat digunakan metode langkah-langkah (Method of

Steps) dengan asumsi u (t) = f{t) untuk -b <t <0.

Untuk 0 £t < b, persamaan (3.1.3) menjadt :

w'{ti=auft-hy=aft (t-b).
Jadi u(t):'[af(l-'—b)d\'+u(0)

Dengan u (1) dalam [0, b] . prosedur dapat berulang sehingga.
|

7 (l)ﬂjff u(v—h)dv +u{0).

]
Sedangkan untuk b <t £ 2b. maka prosedur berlanjut tak terbatas.
Dengan menggunakan metode banyak langkal. persamaan pada masalah nilai
awal

' ()=u(t-1)y,u{t)y=1 dalam [-1. O] adalah : .

2 [e- (k- D _ ,
im(t)= Z[(Al)] n-l<t=n dengan n bilangan bulat non negatip.

h =0
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3.2 KETUNGGALAN SOLUSI PERIODIK PERSAMAAN
DIFFERENSIAL TUNDAAN

Suatu Persamaan Difterensial Tundaan dapat dituliskan dalam bentuk :

R R T £ T B S v 2 S (3.2.1)
dimana (1 2 0 dan « > 0 merupakan konstanta dan f: R-> R merupakan fungsi
kontmu yang memenuhi (0) = 0.

Ketunggalan solusi persamaan (3.2.1) dapat diteliti dari orbit solust periodik
berormtasi lambat pada bidang phase (x (1) . ¥ (1))

Orbit-orbit (dalam R?) sepanjang kurva tertutup sederhana mengelilingi titik O
(lingkaran ) pada bidang diatas. Dengan mengganti x dengan %1 persamaan
(3.2.1) dapat dituliskan schagar:

Y {)y=-pux(t)-Af [—' x{i-a )] dengan ot >0 ... (3.2.2)

Ketunggalan solusi (3.2.2)  dapat ditelusuri dari variast arbit-orbit dani
Solusi Periodik Berosilast Lambat (SPOL) dengan A dan « bertambah / naik
{ Inercase).

Misalkan T(a. &) merupakan orbit SPOL dari (3.2.2) dalam R” yvang ditunjukkan

dengan aa < > 0 dan Az > A > 0 sedemikian hingga T(az. Az) dan T(c. Ay) ada,

maka T(cz, A2) berada dalan ekstensior T(cy . Ay).

Definisi 1 : Suvatu solusi periodik x dari (3.2.1) dengan periodjl; g dikatakan
solusi periodik berosilasi lambat  (SPOL) jika terdapat p > «
sedemikian hingga 2 —p > o dan N(t)>0 untuk t € (0. p)dan

X(O)<Ountukt € (p.q) .o (3.2.3})

s
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Suatu statement (H) : misalkan €0) = 0 dan asumsikan terdapat a > 0. b > 0
(berhingga atau tak hingga ) sedemikian hingga
(1) f(x)adalah ¢ dan /'(x) > 0 untuk setiap x =(-a. b}, /" ~n -0

.. x (X .
(ny h(x)= T%l < 1o monoton turun dalam ~ € (a. b) dan monoton naik dalam
X

x € (-a.0).
Teorema | : Asumsikan (H) dipenuhi ofeh a - o dan b - o dan definisikan

cosp =-(/O)|uy'.p E[—‘l'./’[] dan
g =t O =D L (3.2.4)

dengan o > 0, maka untuk setiap ¢ > «p terdapat satu SPOL dart
(3.2.1) yang memenuhi ~a < x (1) <b untuk setiap t. Untuk o =«
tidak terdapat SPOL. dan (3.2.1). Selanjutnva jika x merupakan
SPOL dart (3.2.1) yang memenuhi-a < x (t) < b untuk setiap t dan
TMa)= {.\‘(f),,\"(t);te R} merupakan orbit dari x dalam R*, maka
7 adalah kwrva tevtutup sederhana mengelilingi hmgkaran dan
T'(a,) adalah penutup (closure) dan exterior orbit 7 («r, ) dengan
oz > oy sedemikian hingga 7 (e, ) dan 7T {«,) ada.
Bukti Ketunggalan Teorema 1 :
Jika untuk beberapa « > 0. tersapat dua SPOL yvang herbcdz-‘l X1 dan xz dari
(3.2.1) dan misalkan 7, dan 7, merupakan orbit dari  x; dan x; dalam R?.
sedangkan 7 dan 7, merupakan kurva tertutup sederhana mengelilingi titik awal

vang tidak identik. Terdapat o > | sedemikian hingga ovbit davi yy = px; tidak
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didalam extertor orbit x» atau orbit dari vo px: tidak didalam extertor x; (atau
keduanya).

Jadi y, dan x; atau y» dan x; merupakan SPOL dari (3.2.2) untuk (e 2) = («, p)
dan (e 1),

Untuk ketidaktunggalan dari (1) terdapat soatu biperkasi Hopf dari SPOL pada
(3.2.1) pada o = a.

oo
Jadi terdapat suatu bartsan {(z”} | dengan «, —«, pada n—oecdan SPOL y,
=

dari (3.2.1) untuk o« = o, dengan sup |y, [f|— 0pada 1n— oo

Misalkan terdapat SPOL  x dari {3.2.1} untuk & (0.x,). sedangkan orbit x
dalam R* merupakan kurva tertutup sederhana mengelilingi lingkaran , maka
terdapat suatu bilangan positip m sedemikian hingga «,, > « dan orbit dari Yim
adalah didalam interior dari orbit x .

Jadi tidak terdapat SPOL dari (3.2.1) untuk o € (O.x).  Akibat Teorema |

dengan (M) yang memenuhi untuk suatu a > 0 dan b > 0, dengan asumsi pt = 1. dan

I

didefinisikan F(x) = - £ (x) untuk —b < x < a. dan asumsikan terdapat suatu sub

interval [— n./)] dari (-a, b) sedemikian hingga

imsup F"({/Yc [v- rr.B]

untuk suatu sub interval kompak [ dari (-a.b) dengan F* merupakan iterasi
dari F.
Jika xg terdefinisi pada (3.2.2), maka tidak terdapat SPOL dari (3.2.1) dengan «

datam (8. «0) dan (eraapal Bualu solus! tungga! 8PP0 daet (3.2.1) untuk  setlap
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o > apdan jika oo} (¢ > o). merupakan orbit dari (3.2.1) dalam R® maka T(ay)

adalah penutup(closure) dari exterior orbit T(c2) dimana a2z > o) > ao.

Misalkan (H) dipenuhi oleh a = b =+ oo dan [ mempunyai batas bawah dan untuk

w=0 dan @, =-7/(2 7)) maka tidak terdapat SPOL dari (3.2.1) dengan

o dalam (0. o) dan terdapat SPOL yang tunggal dari (3.2.7) untuk setiap « > 0.

sehingga jika T(a) (¢ > 0) merupakan orbit darn SPOL (3.2.1) dalam R, maka

T{c)) berada dalam exterior dar orbit T(c:) dengan ¢z > o) > 0.

Suatu (H) yang dipenuhi oleh a dan b, jika x SPOL dari (3.2.1) dengan periode q

dengan x (1) € (-a. b) untuk semua t, maka v (1) - x'(r) berosilasi lambat dengan

- >adanty+q-G>a

Teorema 2 ; Misalkan memnuhi (H) untuk beberapa a > 0. b > 0 dan misalkan x
merupakan SPOL dari 93.2.20 untuk (o, A) yang memenuhi -Aa < X
(t) <Ab untuk semua ¢ dan misalkan T(cy. ) merupakan orbit dart x
dalam R, jika ¢n 2oy >0 dan Ay > Ay > 00 T(o. &) dan T Aa)
ada maka T(aa. Az) berada dalam exterior dart T(cy. Ay).

Bulkti : Untuk membuktikan  Teorema 2 di atas  ditunjukkan  dengan
kontradiksi.
Misalkan x; (1 = 1.2) merupakan SPOL (lz.n'i 0 (3.2.2) vang
berkoresponden dengan T, = T(w. A). sedangkan orbit dari SPOL
(3.2.2) dalam R® adalah kurva tertutup sederhana mengelilingi
fingkaran, jika 'y tidak semuanya didalam exterior Ty maka terdapat

bilangan p 2 1.

¢

Repository University Of Riau

PERPUSTRKARND UNIUVUERGSITHS RIRU

http://repository.unri.ac.id/




&

Sehingga To = {{px: (). p : (1) : te R} adalah tidak didalam

exterior Ty, dan misalkan An = ph:. oo = o dan

(9%}
_[\)
N
—

Fadi x adalah SPOL dari (3.2.2) untuk {a. &) ~ (4, AL dan orbit dari ~,, adalab

To dan Ty mempunyai suatu titik tangen (x; (€7), X)) = (x (). X (1'))...... (3.2.6)

Klaim : x,(0 = x3" (C) dalam (3.2.6) tidak vol.

Bukti :

Asumsikan x,' (t7) = x' (1) = 0. maka x, (') = (x; (1) = 0. dan dapat

ditulis

S Y= (Y= 0 (32T
dengan x' (1) > O untuk t €]t - o t'] 1i= 0. 1.,

Dart persamaan (3.2.2). (3.2.6) dan (3.2.7) diperoleh :

Ny (t-ay=drsx (o) T da S0 (3.2.8)
untuk d.. d 2 R

Misalkan besar © = {x; (t). x () te [t - o O]} 2i=00 ..
dalam bidang phase R”.

Misalkan €2, dan € merupakan setengah busur bahagian bawal dari
Q di R* dan Q. di bawah Q, sétlangkan T di luar T, maka €, dapat
dinyatakan sebagai :

Q= lxep)dx) ox elde]y 1 Ol 0 o (3.2.9)

dengan  @i(x) = X' {ti(x))
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dan  (x) merupakan  invers dari x =N (1) untuk t € [ti~ i, t']
dan @u(x) 2 @ux) > O (3.3.0)
untuk semua t e[d,.c].
Karena  x; (t) dipenuhi  oleh persamaan differensial X' = o(x)
untuk te [t'- a. ']
Dari persamaan (3.2.10) :
Xt 1) = x0T+ D untuk semua t g |-« 0.
Dengan ketunggalan sofusi persamaan (3.2.2) dan definisi SPOL,
maka diperoleh

Np{t) = N (1) untuk setiap t .
Konsekwensinya (o, A1) = (¢, A,) dan f oon linier, maka hal ini

kontradiksi dengan asumsi 4,2 Ay > &
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