BAB 11
SOLUSI PERIODIK DAN BIFURKASI

2.1 SOLUSI PERIODIK SISTEM MANDIRI/ AUTONOMOUS

(1).

(ii).

(i)

()

Misal suatu sistem linier mandiri
M= AN cdengan vERT 2
maka kestabilan titik v = 0 ditentukan oleh nilai cigen dari matriks A
Misalkan A, dan A, nilai etgen dari matiik A di ( 2.1)
Jika A, dan A, dan keduanya il dan bertanda sama, maka x =0 stabil
untuk A, oA, < 0, dan tak stabil untuk Ao As > 00 Orbit disekitar
x = Omerupakan simpul.
Jika 4, dan A, Keduanya riil berbeda tanda, maka y = 0 berupa titik pelana.
Jika A, dan 4, kompleks sekawan. dengan A, =« 0 dimana
a 20 % fomaka v =0 stabil untuk « < 0 dan tak stabil untuk « > 0 dan
orbit disekitar ¥ = 0 berupa spiral.
Jika 4, dan A, imajiner mumni ( yaitu £ = % I/?/)’ = 0 ). maka x = 0 stabil
seragam tapi tak asimtotik dan orbit di sekitar x = 0 berupa senter.

Sistem mandiri di R® seperti ( 2. 1. 1) dapat ditulis dalam bentuk :

-
1l

C= S,
= g(x. ).

—

dimana x.v. f o dan g skalar-skalar.
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Akan dicari Kriteria tentang adanva selesaicir perviodik dari (2.1.2), vaitu suatu
selesaian sedemikian schingga :

¥{(t+T)=x{t), dm v(t+Ty=v(t) VU .. ... (2.1.3)
Disini T disebut Perioda dari selesaian . Orbit dari selesaian periodik berupa kurva
tertutup pada bidang fasc.
Perhatikan contoh-contoh berikut :

I, Misal ststem

Y= y(l+r))

VE-x{l+r7)
. 2 2 2 . . . . .
dimana r* =x* +y~ . Jika dilakukan transformasi ke koordinat polar (+.68). dengan

x=rcosf

y=rsinJ ( )
maka (2.1.4) menjadi :
r'=40 )
P e e (2.1.6
'=-1-r"
dan akan diperoleh selesaian
=1y,
............................................................... (2.1.7)

= 2
A=6,-{r; +1)t
Persamaan (2.1.7) berupa keluarga selesatan periodik yvang masing-masing berupa

lingkaran pada hngkaran pada bidang Fase dengan jari-jari #, .
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Gambar 1. Sclesaian sistem( 2.1.4)
2. Misalkan suatu persamaan diferensial
W (ul+uT -y +u=0 TR TR (2.1.8)

Jika diambil substitust :

v=u
.............................................................................. 2.1.9
v=u ( )
maka { 2.1.8 ) menjadi ;
Y': v
............................................................... {2.20)

Vi=-x-{r -1y
dimana 1° =x" +y~. Dengan substitust koordinat polar sepertd ( 2.1.3 ). diperoleh :

Fe=-r(rt-1)sin T 9 :

B=-1-{r-1)sinf.cost
Satu-satunya titik tetap adalah tiok pangkal (0.0) vang tak stabil. Perhatikan

bahwa r=1 dan £ =0, -t adalah suatu selesman periodik dengan periode 27 dan

o
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berupa lingkaran dengan jari-jari 1 dalam bidang fase. Ini merupakan satu-satunya
selesaian periodik. karena 1'<0 untuk r>1 dan >0 untuk r<l. Khususnya

'<0 untuk r>1 dan =20 atas 7.1 >0 untuk r<1 dan & = 0 atau .
dan =0 untuk =0 atau r

Akibatnya selesaian periodik stabil asimtotik.

Dua contoh diatas menunjukan bahwa suatu  selesaian  pertodik  pada
umumnya berupa keluarga selesatan-selesaian periodik seperti (2.1.4) atau hanya
satu selesaian pertodik terisolasi sepeiti (2.20). Contoh vang kedua ini membawa Kita
kepada definisi berikut : |
Definisi 2.1 : '

Linnt Cyele adalah suatu orbit dari selesaian periodik terisolasi.

Yang dimaksud dengan selescicui periodik terisolasi adalah bahwa tidak ada

selesaian periodik lain dalam suatu sekitar vang kecil dari selesaian periodik itu.

10
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Sclanjutnya akan dikan beberapa hal vang dapat membantu kita untuk
memutuskan tentang  ada  tdaknya  sclesalan periodik  itu. dan mcenentukan
Kestabilannya.

Teorema 1 @
Ststen persamaan (2.1.2) tak mempunyat selesaian periodik dalam suatu

daerah dimana (/. + g, )} tak berganti tanda.

k)
Bulti -
Misal C suatu orbit dayi selesaian periodik yang melingkungi daerabh S,

Dengan Teorema Green pada bidang maka,

Iy ,“,Jl |

. j '"m: ,&ﬁﬂs e
H(f +o, bdxdy =4 (f dy - adx). Tbtclpl padd orhit € (2.1.2) dlpcnuhl sehingga

p(Fdy-gdx )=:'F (X'dy - y'dx )=0 sehingga b +g,  harus berganti tanda dalam S.
1 N A

Teorema 2

Orbit dart sclesatan periodik terisolasi ( limit. ¢vele ) harus melingkungi

paling sedikit satu titik tetap.

Bukti:

Misalkan S adalah daerah didalam orbit periodik C. Andaikan C tak

melingkungi Gitik tetap, maka /~ + g° 2 0 dalam S, Misalkan & suatu sudut antara

vektor singgung pada C dengan sumbu x.

’

3 v
Maka IJ.I dep =2 dan g = = %— .
‘ X
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fda g d/
AT

schingga oy ="~ Dengan teorema Green pada bidang  maka.

:fd(é: /dg_gdf ” L ; +"ﬂ__§_( af dg

‘ S+g I e +g¢° gl f-+g-

Tetapi integran dalam integral paling kanan bemilai nol. Terjadi kontradiksi dan
pengandaian diingkar. Terbukti bahwa orbit periodik melingkungi paling sedikit satu
titik tetap.

Teorama { Poincare-Bendixson ) 3 :

Misal R daerah tertutup dan terbatas vang tak memuat tiuk tetap dar (2.1.2)
dan £, ge ' pada R sedemikian hingga ada orbit p yang terletak didalam R
V720, maka p berupa orbit tertutup atau mendekati orbit tertutup untuk / — oo |
Bukti :

Misal orbit p adatah {(x¢7 ). v0r)) dengan 120, lJika p suatu orbit
tertutup, maka bukts selesai. Andaikan p bukan orbit téﬂutuh. Misalkﬁu v, =X
dan v, =y maka (v, v, ) adalal barisan titik-titik pada p yang ada didalam R.
Karena R tertutup dan terbatas. maka barisan itu memuat ook limit katakan
(x,. vy, )€ RlJadive>03 N e N '.\‘H - X, | <& dan v, -y, l <&, VauzN
Misalkan po suatu orbit yang melalui (v, . v, ; pada 7 =0, Karena itu po berada
didalam R untuk £z 0, Sclanjutnya buat  segmen  garis A yang  melalui
(x,.v, ) dan tegak lurus po. Jika / cukup pendek . maka semua orbit vang

.

memotong / mempunyai arah yang sama.
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Karena (x, . v, ; uuk it barisan /x,

', 1. maka p harus memotong / sebanyak
tak hingga Kali jika 7 —> oo, Orbit p, pun harus memotong / sebanyak tak hingga kali
Jika 1 — oo sebab jika po tidak memotong / setelah r = 7,. maka setiap orbit vang
cukup dekat dengan (x, . v,/ tidak memotong / untuk t yang cukup besar,
sehingga p tidak memotong / setclah t vang cukup besar. Ini udak mungkin.
Misal ¢ x* v * ) ttik pertama dimana p, memotong /sesudah  (x, v, J

Maka (3% v* )= (x, .y, ) . scbab jika tidak demikian . ambil /° bagian dari /
diantara (x, v, ) dan (x* )0 Maka po omelewati /7 pada ¢ v® % ) dan tak
pernah memotong /7 lagi jika tnaik. termasuk p.Dengan demikians v, v, j  bukan
ttik limit p . Kontradikst - Jadi ¢ 3% v % ) v® v %

Dengan demikian pg suatu orbit po untuk 1 — o

2.2 BIFURKASI DAN ORBIT SOLUSI PERIODIK

Dalam bentuk vang paling umum, tcort hilurkasi adalah suata teort {entang
selesatan-  sclesatan  asimtotik  dari persamaan  nonlinier.  Selesatan  asimtotik
dimaksudkan. sebagar contoh sclesaian  kescimbangan, selesaian periodik,  dan
selesatan hampir periodik.

Disini hianya akan dibicarakan bifurkasi disekitar titik tetap atau orbit

AY

peviadik saja, sehingga discbut bifurkasi lokal,

Kita perhatikan ststem persamaan differensial

e
2
=

o= f(x) dengan ve R.oueRN
Disini x merupakan varviabelbebas dan o parameter,
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Definisi 2.2 :
x dikatakan rizik fetap davi (2.2 ). jika [, (y)=0.

Misalkan x suatu Guk tetap dari f, 7 x ) _Karena u bervariasi. maka teorema
[ungsi tmplisit mengakibatkan bahwa titik tetap-titik tetap itu merupakan fungsi-
fungsi licin dari @ vang melewati titik-titik itu. Jtka matriks  Jacobian dari
S (x) cyattw DS (x ) mempunyai nilai cigen noll gralik sciap fungsi ini

merupakan cabang daci titik tetap (2.2.1).

Pada suatu titik tetap (x,, g, ) dimana D _f

i

. mempunyai nilai cigen nol, beberapa
cabang titik tetap bisa berpotongan bersama-sama dan dikatakan bahwa (x, ., )
suatu titik bifurkasi.

Kita perhatikan beberapa contoh
a. Misal /(v )= ux vt
Jika w2 0. satu-satunya titik tetap adalah v =0 . Jika ¢ > 0 maka titk tetapnya
adalah x =0 dan ¥y = 1% /;u‘. Fadi untuk ¢ > 0 akan muncul sepasang titik tetap
baru x = iv’? - Kita hitung D/, (x) = g - KR

Pada titik tetap x =10 | D [, (0)= schingga D/, <0jika g <0 dan

D.f,>0]ika u>0  Jadi titik tetap x = stabil untuk & < 0. Dan rak stabil
N

untuk >0, Untuk g >0, muncul ik tetap baru x = i\/ﬂ dimana

of, ( i\f‘ﬂ J=-2u. Sehingga titik tetap x= i\/,.z..f stabil  untuk

x>0.dan f, (x)> 0 Untukx< 0 Jadiuntuk g = 0 titik ¥ = 0 stabil,
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Disini titik ( 0.0 ymerupakan titik bifurkasi, Gambar diagram bifurkasinya adalal :

Ll k bx[‘ur)jo:st {0,

D

Gambar 2.a. Diagram bifurkasi /,, fx )= v -x7

b. Misal /, (X )=p0-v".

.. - £, - - Lo
maka titik tetapnya adalah v = £ Jy yang tedetinisikan hapya untuk p = 0.
e Yo :

ey
i

Dismi D/, fxj=-2x . Schiﬁggzl diperoleh D, f, (y)< 0 untuk ¥> @ dan
i::. . a-— —
D.f,(x)>0 untuk x< 0. Jadi titik tetap x = .\/;1 stabil dan utik tetap x = - \/,u

tak stabil. Untuk g > 0. semua selesaian yang berawal diatas titik tetap stabil dan
diantara titik tetap stabil dan vitik tetap tak stabil akan menaju ke itk tetap stabil it
sedang sclesatan yang berawal dibawah titik tetap tak stabil akan menuju —cc.

AN

Untuk ¢ <0, maka D _f, (x)< . semua selesatan menupn —co. Untuk g = 0.

maka /(v )= -x" sehingga £, v ) >0 untuk v < 0 dan /v J< O untuk x > 0

Jadi untuk i = 0 tittk v= 0 stabil.
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Disini utik pangkal (0.0) merupakan satu-satunva titk biturkasi. Gambar diagram

bifurkasi dar persamaan diatas adalah sebagai bertkut -

% l/_,/"“":{;
3
A
WF’
—
_ v
titik bifurkasif (o, 0)~" |>_
) N
r .
' T
S —ul
T - L llxz-YE
s

Gambar 2.b. Diagram bifurkast /,, (v j= u - X"
¢ Misal f,(x j=u v -yt
maka titik tetapnya adalah x=0 dan x=% ¢ dan D f, (v ) = =3y
D.f.(0)= u” > 0 untuk =0 jadi titik tetap y= 0 tak stabil untuk g =0
D\._/T“(i\[:z-) ) =- .7,u3 < 0 untuk g =0, sehingga lilik tetap v== 0 stabil untuk
##0. Untuk g =0, maka f, (x )= -x~ sehinggd S x 2>0“untuk v < dan

S ()< 0 untuk x>0 Jadi titik pangKal ( 0.0 ) stabil. Gambar diagram bifurkasi

adalah :
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Gambar 2.c. Diagram bifurkasi S )= “x -y’
2.3 BIFURKASI HOPF
Dalam uraian sebelumnya telah disinggung sedikit tentang selesaian periodik
terisolasi atau Hmit cycle.

Perhatikan sistem

Dengan x e R dan /, fungsi licin yvang mempunyai ttik tetap pi u, J.

dimana  [f

e

mempunyai  pasangan  nilai cigen  sederhana  imajiner mumni
tiw, w >0 . dan tak ada nilai eigen vang bagian riilnya nol. Teorema fungsi
implisit menjamin bahwa untuk setiap ¢ dekat oo ada ttik tetap p( ) didekat
p(u,) yang licin terhadap g . Dimensi manifold stabil dan 1¥mmifolcl tak stabil
P gy berubah jika vilai eigen o/t pf ) ) melowati sumbu inull]'ill\ul' pada g,

Perubahan kualitatif dalam orbit lokal di dekat po g ) ditandai oleh perubahan lokal
bidang fase yang tak melibatkan titik tetap. Suatu petunjuk tentang apa yang terjadi

dalam masalah bifurkasi pada titik tetap dengan nilai eigen imajiner murmi dapat
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diperoleh dengan mengujr sistem linier dimana ada perubahan yang demikian

Perhatikan sistem :

X'= 4y o- ey
S (2.5.2)
V= 4oy
vang mempunyai selesatan berbentuk
(1) o |cos@r -sinwt || XY, 5 =
=¢ 1 I (2.35)
ANEN, sinat cosal |,

Jika ¢ <0, selesaian berupa spiral yang menuju titik pusat.. jika g > 0. selesaian
berupa spiral yang memnggalkan ttik pusat o dan jika g = 0, sclesaian berupa
senter ( periodik ).

Dengan transtormasi koordinat yang licin, uraian tavior derajat tiga sistem ( 2.3.1 )

bisa dibawa kebentuk normal

= ('r"u-i-(.'(.\‘: +_\': Wx-{a+cu+hy N +.1"‘ Jy

] (24
Vi=(areurb{x +v ))x-(du+afx +yv )y
Jika ditransformast ke koordinat polar, (2.3 .4) menjadi -
r=(du+ars )r .
SRR (2.3.5)

A'=(w+cu +I’JI':)
Karena r" bebas terhadap # . maka ada orbit pertodik berupa lingkaran r = Konstan,
vang di dapat dari selesaian tak nol dari #" = 0. Jika « # 0 # . sclesaian —selesatan
ini berada di sepanjang parabola ¢ = ~ar™ o Hal ini mengakibatkan orbit-orbit
periodik mempunyar garis singgung kuadratis dengan bidang smggung 4 =

dalam R* x R,
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Teorema  Dbilurkast Hopl® menvatakan  sifat-sifar Kualitatift dari sistem
persamaan diatas di dekat titik pangkal vang tak berubah jika suku-suku order tinggi
ditambabkan dalam sistem.

Teorema ( Hopf (1942 )) 4 :

Misalkan sistem (4) mempunyai titik etap (x,. v,/ vang memenuhi sifat-
sifat ;

(ML), D/, (x, ) mempunyai sepasang nilai cigen imajiner murni sederhana dan
tak ada nilai eigen lain dengan bagian riil nol. maka ( HI') mengakibatkan ada

suatu kurva licin (¢ ¢ /. 1) dengan ¢y, ) = x,. Nilai ¢igen - nilai cigen

Af o) dan A g ) dani D/, ( x( @ )) menjadi ymajiner pada 1 = o yang

dier

hein terhadap ¢ . Jika lebih Tanjut

2y, (ReA( ) —d =0

(;f! |H = it

maka ada manifold pusat tunggal dimensi tiga vang mclalm ¢y, 1o 4 dalam

R" x R dan suatu sistem koordinat licin { vang mengawctkan bidang 1 = konstan ).
dimana ekspansi Taylor derajat tiga pada manifold pusat diberikan oleh :

N=(dutalxT Ay Pyl @ cuthixT 4137 )y

Vel wreut+h(xT +~1"’ ¥ -fdutal T v )y
Jika o = 0. maka ada suatu selesaian periodik dalam manifold pusat yang
menmpunyai persinggungan kuadratk dengan ruang cigen (47 u, ),7(7,::“ J) sesual
dengan order kedua. dengan paraboloida = ~(a. d j(v" +v* ). Jika a<0.

maka selesaian-selesaian periodik penolak.
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Teorema i tidak dibuktikan di sini. Pada contoh-contoh berikut akan
ditunjukan proses terjadinya bifurkasi Holf seperti disebutkan dalam tecorema diatas.
Contoh 1 :

N me VA - XN T

L

V= v vixT 4yt
Titik ( x.y ) = ( 0.0 ) vaitu sumbu ¢ merupakan titik tctap. Matriks Jacobian dari

pelinieran i ( 0.0 ) adalah :

Df(0,0) ={'“ _i} ......................................................... (2.3.8)
I .

sehingga nilal cigennya adalah :
Fua = R0 (2.3.9)
Dart pelinieran disekitar ttik tetap ( 0.0 ). maka titik  ( 0.0 ) stabil untuk

<0 dan tak stabil untuk > 0. Namun pada g = 0Onmlai cigennya imajiner

/

murni.  Sclanjutnya jika dihitung. g(— {Reifl u ))|, _, = b dan ini memenuhi (H2)
i v .

dalam teorema (4). Dengan demikian semua kondisi teorema (<) dipenuhi,

Diagram bifurkasi dari contoh | adalah schagai berikut
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Beberapa gambar bidang fase dari persamaan ( 2.3.7 ) untuk nilai-nilai

parameter i tertentu

-
Gambar 2.3.1.a. Bidang fase persamaan ( 2.3.7 yuntuk u» < 0.
Titik ( 0.0 ) stabil.
E raar:
/w
,,-'/"
)
ary 3.1.0, Bidang fase parsamaan (£3.7) untuk o > O.
titik [0,0) tak stabil -d . iimi
cvele stabi x‘za= “.-J_‘a Jdan  ads  iimit Gembar23.1.c. Bidana fase pereamasn (£3.7) untuk o = 0..
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