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B A B n i 

B e b e r a p a K e s e t a r a a n 

Pada bahagian ini akan dikembangkan beberapa konsep pada ruang bemorma kepada 

mang bemorma-2 dan ruang bemonna-«. Juga akan dikembangkan beberapa konsep 

pada ruang hasil kali dalam kepada ruang hasil kali dalam-2 yang seterusnya 

dikembangkan pada ruang hasil kah dalam-2A:. 

3.1. Kesetaraan pada ruang Hasil Ka l i Dalam-2A 

Berikut ini akan dibahas hubungan antara hasil kah dalam dengan hasil kah 

dalam-2k, seperti pada poposisi berikut. 

Proposisi 3.1.1. Sebuah hasil kah dalam (•,) pada X menyebabkan hasil kah 

dalam-2/: pada X untuk setiap k 

Bukt i . Definisikan [x^,...,x^i^^^\i^^^ 

1 
2k +1 
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Akan ditunjukkan memenuhi keempat syarat hasil kah dalam -2k 

1). (r/,.v, + « ,A-2 ,X3, . . . , .XV,^3 ) 

1 

2k +1 

= (( , ̂ '3 ) + « 2 ( ^'2. )X^4 V - • , ^ t + 3 ) + r ̂ 4 ) + « 1 ( ^ 4 ' • • •.-^2^+3 ) + - + 
2A- 4 1 

( « , ( .V„.V2,^3)4- A^^ ,3 )X^3> - ,X2 i .2 ) ) 

= — - - [ a ^ [ { ^ X ^ , X j \ x ^ , . . . , X 2 ; , ^ 2 ) + { x ^ , X ^ \ x ^ , . . . , X 2 i ^ ^ , j ) + . . .+ •>-2<r+3 X-'*^3'--•;^ir+2 ) ) 

2J\. "f" 1 
^ 2 ((^2 ' -"̂ 3 X-*̂ 4 ) • • • j-''^2il + 3 ) + (•'̂ 2 ' •'^4 5 • • •>''̂ 2t + 3 ) + • • • + (^'25 •^'2i+3 '" ••5-"'̂ 2t+ 2 ) ) ) 

~ o; , (x, jXjj . - . jX^i^^i)+ Q ; 2 ( X 2 , X 3 , . . . , X 2 I ^ ^ ] 

2) . ( A : ^ i ) , - , A . V ( 2 ^ . 2 ) ) = ( ^ l > - , ^2 t . 2 ) (3.1.1) 

Karena cr(l) = ^ ^ ^J. ~ ^ berlak^i sampai 

{2k + 2\ 

<j(2k+ 2) - 7 — ^ = 2k + 2 , jadi persamaan (3.1.1) berlaku. 

^ ^ (2>fc + 2 - 2 ^ + 2) 
3) . (x, ...,x) > 0 jika x ^ 0, maka 

Z K + i 

(x, ,.V2^ _̂2 X-̂ '2'---'-̂ 2* + l )2k ) 

Karena hasil kali dalam -2A:+2 dapat dibentuk menjadi hasil kali dalam-2, maka 

dengan menggunakan aksioma kepositifan diperoleh (x, .. ,x) > 0 

4) . Pertama akan ditunjukkan |(x,,...,x2^+2)|^**^ ^ Y[{x„--->x^i) 
1=1 

Misalkan berlaku untuk hasil kah dalam-2/r dan benar untuk k = I maka 
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(•'^l' -^Ik* 2 \^2 v - ! - '^2 j t + l ) 2 * ) 

1 

2k +1 
n U , x , ) 

2k 2 f \ 

2k+ 2, 

/= 3 
+ 

2k+2 

;= 2 
V <*2 J 

+ 

2 
/ N 

2,t+2 2k+\, 

n ( x „ 
1=2 

..,x,) 

l^i«2,, ,2A + 1 y V 

2*-

< 
/ 2 ^ 

V 

2jt + 2 

n 
1=3 
1.2 

n(x„...,>:,) 

r V 

+ 

V 
2*+2 

1=1 
l .2, . ,2;t + l 

1=1 I 1 = 2 

2it+2 
n(x„...,x,.) +...+ 

2<r+l 

1=2 

y y 

2*:+2 + z ^ 

1=1 

2*:+2 

n 
i=! 

2*: + 2 

n 
1=1 

1=1 V '=1 

l - { 2 i + 2 ) ' 

< ]~[(x,,...,x,) ]~J(x„..,x,) 
V 1=1 J \ 1=1 

2k+2 

(-^'•••'•"•2^+2)1 -

/2^+2 y^+2A2 ; t +2 

V 1=1 J K 1=1 

l - (2 t+2 ) ' 
2ylr+2 

V 

/2^ + 2 

V 1=1 

2 \ 

]~[(x„...,x,) f ] (x„ . . . ,x , ) 
V 1=1 

/̂ 2<: + 2 N 

2*: + 2, 

Sehingga \{x„...,x^,,,f < U{x„-,x,). 
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2 t + 2 

Selanjutnya akan ditunjukkan ] (x , , . . . ,X2^^.2)| ^ = ••,:<;,) j ika dan hanya j ika 
1=1 

^ 1 , • • • ,X2jr+z bergantung hnear. 

/ 2yt+2 

[XifnXjk + zJl — J ~ (- ' '^,v-->Xi)= (•'^l!--->-^'lX-'"2'-"''^2)--(-*-2(t + 2v--5-'^2Jl: + 2 ) 

i^l^-'-'^lk+l) i^\^---iX2k + zJ[ ~ ('^'l'"-v''iiX-''2'---J-"^'2)--l.-*^2it + 2 ' " - ' - ^ * 2 i t + 2 ) 

J 2* 

{xy,...,X^X2,...,X.^..ix2k^lf--'>X2k + -l) (•'^iV ) - * - ' 2 ; f c + 2 ) 

{x^f--->Xn.k+lX - ~i ^ ( x i ) - " ) ' ^X ' ^2v5X2) " - ( ^2t+2v5- ' ^2J ( r+2 ) 
V ^ v > ' ^ i - + 2 J 

misalkan a = (x[,...,X2^^2f , 6 = (xi,...,xi)...(xjjt+2v,^t+2) dana 
( A : J , . . . , X 2 J . ^ 2 ) ^ 

maka diperoleh a - a b yang artinya bergantung linear atau xi,...,.ViH2 

bergantung linear. 

2* + 2 

(<^) xi,...,X2K2 bergantung linear akan ditunjukkan | ( x „ . . . , X 2 i ^ 2 ) r = r K ^ " - ' - " ^ - ) -
1=1 

misalkan a = ( x „ . . . , X 2 ^ , 2 r > ^ ^{x„...,x,\.{x^^^^,...,x^^^^ maka a^ab 

(x,,...,X2j.^.2)j - f z ( xp . . . , X ,X - ^ 2 ' " ' ' - ^ 2 ) " ( ' ^ 2 t + 2 > - " ' - ' ' - 2 i : + 2 ) 

a -
( X j , . . . , X 2 ^ ^ 2 \ 

(x , , . . . ,X , X ' '^2v)- '^2)-- ( - '^2*:+2 v - ! X 2 ; f c + 2 ) (x,,.. . , X 2 ^ ^ 2 ) | 

X , , . . . 5 X 2 , ^ ^ 2 ) (•''•lv--5 ' '^2jt + 2 \ (• )̂"-?'̂  X-*^2V")-^2 ) - " ( ' ' ^ 2 i t + 2 ' " ' ' ' ' ^ 2 i t + 2 ) 

2Jt + 2 

( X p . . . , X 2 j t ^ 2 ) | ~ ( • ^ P " - ) - ' ' ^ l X - ' ' - 2 v j X 2 ) ' " ( - ' " 2 t + 2 V ) - * ^ 2 i t + 2 ) ~ Ĵ J ("^H • • • 5 - ^ i ) 
1=1 

2* + 2 

sehingga diperoleh | ( x „ . . . , X 2 i ^ 2 ) r = n ( ^ < ' - ' ^ ' ) 
1=1 
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Pada bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai hubungan antara hasil kali 

dalam biasa dengan nonnnya dan dengan konveks. Pada hasil kah dalam-2k juga 

terdapat hubungan dengan normnya yaitu norm-2A' dan juga dengan sifat konveks, 

seperti berikut. 

Misalkan (A',|| • jj) adalah ruang linear bemorm. • ||) dapat dikontmksi 

sehingga memenuhi pereamaan parallelogram dan dari raang linear bemorm-2 juga 

dapat dikontruksi sehingga memenuhi persamaan parallelogram-2 yaitu 

||x+>',2f+ ||x-v,z|f = 2( x,2 + y,z ] . Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa untuk 

norm-2/: memenuhi persamaan paraUelogram-2A:, seperti pada proposisi berikut. 

Proposisi 3.1.2. Jika (•,...,) adalah hasil kah dalam 2k maka 

i ' Ilk • ^ ^+'IHl2ir ~ {x,--;x)^^ adalah norm pada X untuk suatu pemmumam dari 

identitas parallelogram yang memenuhi : 

1=0 

2k 

2 ( ^ - 0 . 
x,...,x, y,...,y 
* V ' V ~^ 

_ lifakior 2{k-i)faktor J 

Bukti . Akan ditxmjukkan ||x||̂^ = (.x:,...,xV adalah norm padaX. 

1). = ( x , . . . , x ) i > 0 

2). (=>)ljx||̂ ^ = 0 akan ditunjukkan x = 0 

2k = (x,...,x)" = 0 maka (x,...,x)= 0 .Persamaan in i hanya berlaku j ika x=0 

(<=) Ik 2, =(x,...,x>'' =(0,...,0>'^ = 0 

3). I ^ l l j ^ = (ccc,...,coc)2» = ia^''^{x,..jc)2k = |a|(x,..Jc)2Hr = a 
2k 

4). x + >'^* = (x + >^,...,x+v) 
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(2k\ . (2k\ . (2k\ . 

0 / 

f 2k 

, 2k - 1 

'2k'' 

v 2 . 

^2J<^ 

y2kj 

^2k^ 

^ 2k ^ 

{x,y,...,y^,_^) + 

2k-l 

f2k^ 

(x,.--,X2^_,, v)-
2k ^ 

^2k~2, 
x,...,x2i^_2i y. •,y) +...-

[y,...,y2i^). Sehingga diperoleh 

x + V 

2k 

/ = 0 

^2k^ 

A 

x,...,x, y,...,y ...(3.1.2) 
V lafktor 2 i t - i f ak t o r y 

Karena x,...,x, y,...,y -l^tzkhiti ' maka persamaan (3.1.2) menjadi 
I faklor 2t-i fakfor/ 

iX+ V 
^1- cl(2Jc^ 

1 = 0 \' J 

_(2k^ 

t o 

"=!!v 
Ik 

11- \y 

'2k^ 

Ik 

Ik 

Ik-I 

Ik 

-2k) 
X 

Ik vAk +•••+ 
' 2k ^ 

y2k-lj 
x\ 

ll2X--l 

2k 2k + 
'2k^ 

,2k, y 2k 

2k y 
2 k - l 
2k + ...+ 

2k ) 

^2k-l) 
X 

2 k - l 
2k Ik + 

||2i-

hk 

1 
%y j.Vj LJ , sehingga 

Berdasarkan sifat (1), (2), (3) dan (4) maka \x\^^ adalah noim padaX. 

2k. 
Dengan cara yang sama untuk x - j akan diperoleh 

'• = 0 ' ^ - ^ V i f a k t o r 2 i - - i faktor y 

2t f2k\^ 
...(3.1.3) 

Dari persamaan (3.1.2) dan (3.1.3) diperoleh 
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Akan ditunjukkan 

'2k f2k) 

V 

2A' ^ 

2k-2 

' 2k ' 

2k-I 
^.v,...,X2^_], y j -

f2k 
r y.-,-y2i)+ 

^2k^ 
{x-y,-,-y2i-,)+ 

'2k\ , r 2yt ^ 
X , X , - > ' , . . . , - > ' , ^ , 2 J + . . . + 

• 2k ~ 

2 ) t - l 
(x,...,x2^_„-:>/)+ 

,2k, 
^x,...,x. 

r2yt 2A' ^ 2k ^ 
= 2 ^ Lv, . . . ,>2J+2 Ux ,y , . . . ,> ;2 ,_2 )+-+2 ^, ^ {x,...,X2^_^,y,y) + 0 , 2 ^ - 2 , 

•2A' r 2 A - -
2kf^''"''"^^"^ = 2; ;j^JCv,...,>'2j + 2 

' 2k ^ 

2k-2 
{x,x,y,...,y2^_^) + ...+ 

2k^ 

v 2 . 

2k 

2{k-l) 

(2k 

(x,x, >',...,>%,.,)+...+2 

( 2k ) 
(x,. • , ^ 2 . ) = 2 

[2{k - o ) J 

r 2>t 
+ 2 

Xk-{k-
(x,..., 

^ - , 7 2 * ) + 

• 2 * \ S^f 2k ^ 

2 ( A ' - A ) f ' - ' ^ - - ' f ^ U ( ^ - 0 . 
x,...,x, y,...,y 

\ 2ifaldor 2(ir^75'hidor J 

Sehingga diperoleh 

2 Z 
1=0 

2k 

l 2 ( ^ - / ) J 
x,...,x, y,...,^ 

^2;faklo.- 2(/lr-i)faktof , 
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dan diperoleh |jx + >'||" + fx - yf^ = 2 ^ ,̂  . x,...,x, y....,y 

2i faktor 2(k.-i)faktor 

Karena ruang Hilbert adalah konveks seragam, selanjutnya akan ditunjukkan 

bahwa ruang bemorm-2A: juga konveks seragam, seperti pada teoremaa berikut. 

Teorema 3.1.1. Ruang bemorm-2A: adalah konveks seragam. 

Bukt i . Misal 0 < s <2 dan jlxl^^ < L, y ,^ < 1 serla 
Ik X-V > £ 

Dari persamaan parallelogram 

2k 
k ( 2k ' 

Zk ~ 
1=0 

x,...,x, y , . . . , y 
t f 2 i \ 2i 

i = 0 [Xk-i)}' 
2k 

X 
2{k->] 

2k 

1=0 

• 2k • 

2 ( ^ - 0 . 

2, ||..||2(i-0 
x-y 

2k 

2k 

= 2''-£'' = 2'' 
2 ^ ( 2k \ 

1 - = 2 1 -
. 2 ; 

J ) 

pUih 5{E) = 1 -
Zk\ 

1 - 1 -
J 

2k 

sehingga memenuhi |x + >'|| < 2(l - S{ef) 

Maka ruang bemorm-2A: adalah konveks seragam. 

3.2. Kesetaraan Ruang semi-metrik-« 

Defmisi 3.2.1 «-Metrik adalah pasangan {E,d) dimana d:E"*^ -> R'' dan untuk 

semua x,,X2,...,x^^,,x„^2 ^ ^ memenuhi 

(d l ) <i(x,,X2,...,x„^j) = 0 j ika terdapat x,= x^ dimana/.y e {1,2,...,n +1} dan / ?i j 

(d2) fi?(x,,X2,...,x„^, ) > 0 dimana x,,x2,...,x„^, e E berbeda. 
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(d3) c/(x,,X2,...,x„^, ) simetrik total. 

n+l 
(d4) dix„X2,...,x„^,)<^d{x„...,x,_„x,^,,...,x„^2) atau juga disebut memenuhi 

1=1 

pertidaksamaan simplek. 

Deflnisi 3.2.2. Sebuah pemetaan d : E"'^^ -> R* disebut simetrik total j ika untuk 

semua x^,...,x^^^ g E dan setiap permutasi n: dari {1,2,...,« +1}berlaku 

Definisi 3.2.3.. «-Seinimetrik adalah pasangan (,E,d) dimana d:E"*^ R* yang 

simetrik total dan memenuhi pertidaksamaan simplek yaitu untuk semua 

n+l 

x„X2,...,x„^„x„^j e E memenuhi d{x,,x^,...,x„^, ) < 2 ] ^ ( x „ - , x , - „ x , > , v - , x „ 4 2 ) 
1=1 

Fnkta 3.2.1. Jika (F,d) dan {E,d') adalah n-semimetrik, dan a,bGR*maka 

{E,ad + bd') adalah «-semimetrik. 

Bukt i : Unhik semua x,,...,x„^, G E maka 

{ad + 6^')(x„...,x„„ ) = aJ(x„...,x„„ ) + bd'{x„...,x„,,) 

Pertama kita harus menimjukkan bahwa {ad + bd') simetrik total 

{E,d) dan {E,d') «-semimetrik maka d dan d' simetrik total sehingga untuk 

semua x,,...,x„^, G £'dan setiap permutasi dari Jt dari {!,...,«+ 1} berlaku 

^ ( ^ . P ^ . 2 v - , x . ( . . i ) } = d{x,,X2,...,x^^,) dan d'{x^,,x^^,...,x^^^^,^} = J ' (^,x2 , . . . ,x„ , , ) 

akibatnya unhik a,bGR* «^ (^ . i ,^ .2v- ,x , ( „ . , ) } = a^(x„x„...,x„^i) dan 

6^'(x^i,x,2,...,x^(„^i)}= fec/'(xi,X2,...,x„^i) sehingga ad dan bd' juga simetrik 

total. Selanjutnya 
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{ad + bd'){x„...,x„^,) = ad{x„...,x^^,) + bd'{x„...,x„^,) 

= (aJ + W)(x^(i),...,x,(„,i,) 

Selanjutnya menunjukkan bahwa {ad + bd') memenuhi pertidaksamaan simplek. 

{E,d) dan {E,d') «-semimetrik maka untuk semua .v,,x2,.--5'X„+p-''^„+2 ^ •'̂  berlaku 

ci(x,,X2,...,x„^, ) < 2 ] J(X,, . . . , .V, . . ,X,^„. . . ,X„^2) 

dan 

n+l 

1=1 

yang mengakibatkan untuk a,bGR* berlaku 

n+l 

M x „ X 2 , . . . , x V i ) ^ ^^d{x^,...,x,,^,x„^,...,x„,2) 
1=1 

dan 

n+l 
bd'{x„X2,...,x„^, )<^bd'{x„...,x,_„x,^„...,x„^2) 

1=1 

sehingga diperoleh 

{ad + bd'){x„...,x„^,)= <3J(x„X2,...,x„^, ) + 6^'(-^,,X2,...,x„,, ) 

n+l r..', 

< '^ad{x^,...,x,_„x^^„...,x„^.)+ J^bd'{x„...,x,_^,x,^„...,x„^2) 
1=1 i=i 

n+l 

= 2 ] ( ^ ^ ( ^ l v , X , - „ X , + , v , > ^ n + 2 ) + bd'{X 
1 = 1 

n+l 
= Y,(^d + bd'){x„...,x,_, 

,X ,^ , , . . . ,X„^2 ) 
1=1 

Karena pemetaan (a<:/ + 6t/'): £'"^'-> 7?° memenuhi sifat simetri total dan 

memenuhi sifat pertidaksamaan simplek maka {ad + bd') adalah n-semimetrik. 



2 3 

Fakta 3.2.2. Misal n>l dan misalkan d:E"-^R* adalah simetrik total 

didefinisikan untuk semua G E berlaku 

maka d * adalah /7-semimetrik. 

Bukt i : Jelas bahwa d * total simetrik, selanjutnya kita harus menunjukkan bahwa 

pertidaksamaan simplek berlaku di d*. Misalkan e,,...,<?^ ,̂ e £•, untuk 

semua 1 < j < n + \ dan dari definisi maka 

A3 

n+l 2 n+l 

J n+l n+l 

Z^^^ l ' - 'V l ' ^ ; - ! ' - ' ^ "^ ! ) - Z ^ * ( ^ l ' - ' V l ' ' ^ J + l ' - ' ^ n + 2 ) 

sehingga 

I n+l n+l 

^ * ( ^ ' - ' e n + l ) = - Z ^ ( ^ l ' - ' V l ' V l ' - ' ^ " - l ) - Z ' ^ * ( ^ l ' - ' ^ 7 - l ' ^ ; + l ' - ' ^ - 2 ) 
« ; =1 , = 1 

n+l 
akibatnya < 2c^*(e„...,e^_i,e^^i,...,e„^2)- Maka terbukti bahwa d' 

j=i 

memenuhi pertidaksamaan simplek. Karena d* memenuhi sifat simetrik total dan 

sifat pertidaksamaan simplek di «-semimetrik maka d * adalah n-semimetrik. 

Dari pengembangan 3-way distance ke «-metrik yang dilakukan oleh 

Deza & Rosemberg[1999], maka dapat didefinisikan «-way distance lemah dan 

membedakarmya dengan n-way distance. 
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Definisi 3.2.4. Pemetaan d:x" R* yang simetrik total dikatakan «-way distance 

lemah j ika untuk semua x,,...,x„^, G X memenuhi 

a. J(Aq,...,x,) = 0 dan 

Jelas bahwa setiap o-way distance lemah adalah (n-l)-semimetrik karena b lebih kuat 

dari pertidaksamaan simplek karena proses penjumlahan dimulai dari 7 = 2. 

Sedangkan «-way distance adalah dengan menambahkan satu syarat lain dari «-way 

distance lemah yaitu: 

C. ^ (X , ,X , ,X3 , . . . ,XJ= £/(X,,X3,X3,...,X„)< C?(Xi,X2,X3,...,xJ. 

Sebelum kita membahas bentuk konstruksi atas n-way distance lemah dari 

2-way distance lemah maka terlebih dahulu kita membahas lemma berikut. 

Lema 3.2.1. Misalkan d adalah n-way distance lemah padaX , didefinisikan 

pemetaan d': X"^^ -> R^ dimana untuk semua x,,...,x„^, e X berlaku 

1=1 

maka d' adalah (n + l ) - way distance lemah pada X . 

Bukti : 

d' adalah (n + l ) - way distance lemah pada X apabila memenuhi sifat simetrik total, 

n+l 

d'{x^,...,x^)=0, dan ^'(x„...,x„^,) < 2]^ ' (x„--- ,x,-„x,+„--- ,x„+2) 
1=2 

1. Disini kita menunjukkan bahwa imtuk semua x,,...,x„^, G X dan setiap 

permutasi TT dari { l , . . . ,n+ l } berlaku dXx„...,x„^i) = dXx^^^,...,x„^„^^^) . 
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d adalah «-way distance lemah maka d bersifat simetrik total, sehingga untuk 

semua X : , , . . . , A ; , _ I , X , ^ , , . . . , X „ ^ , e X dengan i G {\,...,n-v\} dan setiap permutasi 

K dari {1 , . . . , z + 1,; + L, n} berlaku 

J ( X j , . . . , X j _ , , X j _ ^ , , . . . , X ^ ^ , ) = d{x^i.^y ? • • • 5 - 1) ) • '^,r ( , + 1) ; • • • ) X,(„ + 1) ) 

n+l n+l 

2c?(x,,...,X,_,,X,^,,...,X„^,) = 2^(jC„(]),"-,Xff(,_l),Xff(,+l),'--)X„(„+l)) 
1=1 j=l 

berdasarkan definisi akibatnj'a d'(x^,...,x^^j^) = ^'(x^(i)>---»-'^;r(„+i)) 

sehingga c/' simetrik total. 

2. <i adalah n-way distance lemah maka d memenuhi sifat < i (x , , . . . ,Xi) = 0, 

sehingga berdasarkan definisi untuk x, = X 2 = • • • = x„+, e X diperoleh 

n+l 
dXx„...,x,)-=Y^d(x„...,x,)=(n + l)d(x^,...,x^) 

1=1 

= (n + l).0 = 0 

3. Misalkan Xp . . . ,x „^ , G X maka berdasarkan definisi dan aksioma b dari n-way 

distance diperoleh 

n+l 
d'{x, ,...,x„^,) = Y,d(x„...,x^_„ x,^,,..x„^,) 

i=i 

n+l 

= ^ ( X 2 , . . . , X „ ^ , ) + 2 J ( X „ . . . , X , . , , X , ^ „ . . . , X „ ^ , ) 

n+l n+l 

< 2 ^ ( ^ > • • •> ^ , + 1 ' • • •' ^ n + 2 ) +Z • • ^ . - l ' ^ . - 1 ' • • •' ^n+l) 
y=3 ,=2 

n+l 

<J^d(X2,...,Xj_^,Xj^„...,X^^2) 
;=3 

+ 2 2 J(jq,...,x^_j,x^,_^j,...,X;_j,x,^i,...x„^,2) 
2S*r<i<n+l 
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• • • > - ^ / 7 - l » - ^ j C > + ! 5 

+ 

Dari 1,2, dan 3 maka dapat kita simpulkan bahwa d' adalah ( « + l ) -way 

distance lemah pada X. Selanjutnya kita menggunakan lemma 3.2.1 ini untuk 

menjelaskan konstruksi n-way distance lemah dari 3-way distance lemah . 

Berdasarkan lemma tersebut pemetaan d': X"*^ R* berlaku untuk setiap « > 1 

dengan « bilangan bulat, sehingga apabila kita ambil « = 2 maka dengan pola 

defenisi di 3.2.1 disimpulkan d' adalah 3-way distance lemah. Karena d' 

adalah 3-way distance lemah maka dengan pola yang sama diperoleh d" adalah 

4-way distance lemah , dan seterusnya sehingga akhimya apabila d^"'^^ adalah 

(n -1) -way distance lemah dengan pola yang sama d'^"'^^ adalah n-way distance 

lemah. Sehingga dapat disimpulkan apabila d adalah 2-way distance lemah maka 

dengan pola defmisi di lemma 3.2.1 diperoleh d'^"'^^ adalah n-way distance lemah 

padaX. 

D i sini kita akan membentuk konstruksi 2-way distance dari n-way distance 

berdasarkan definisi dan urutan pembuktiannya. 

Lemma 3.2.2. Misalkan n > 2 dan misalkan d adalah n-way distance d i X , untuk 

semua x,,...,x„_, G X berlaku d'(x^,...,x„_^)•.^d(x^,x^,x^,...,x„^^)maka 

d' adalah ( n - 1 ) - way distance di X . 
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Bukt i : D i sini kita harus menunjukkan bahwa d' memenuhi sifat simetrik total dan 

memenuhi ketiga aksioma dari ( « - l ) -way distance . 

1. Karena d adalah n-way distance maka 

c/(x,,x, ,X2,. . . ,x„_,) = J(.v , ,X2,X2,... ,x„_,) = ••• = c^(.v,,X2,...,x-„_,,. 

dan bersifat sunetriik total sehingga untuk setiap x , , . . . , x „ . , e A' dan setiap 

permutasi TV dari {1,1,2,..., n - 1} berlaku 

dan permutasi n dari {1,2,2,...,«-1}berlaku 

< i ( X j , X j , X 2 , ..., ) = C?(x,(i) , X^^2) ) X„ (2) 5 • • • » ^x(n-V) ) 

sehingga akhimya diperoleh 

dari defmisi £ / ' ( x , , . . . , x „ _ , ) : = i / ( x , , X i ,X2 , . . . , x „ _ , ) maka 

d ( x , , . . . , x „ _ , ) = d(x^^^yX^^^•^,x^^^^^,...,x^^„_^) - ^ ( ^ ^ ( i ) ? X ; r a ) ' ( 2 ) ' ~ ••• 

maka terbukti bahwa untuk semua x , , . . . , x „ _ , e Z dan setiap permutasi n dari 

{1,2,...,«-l} berlaku J ' ( x , , . . . , x „ _ , ) = d'{x^^^y...x^^,^^^^). 

2. Karena d adalali n-way distance maka t / ( X j , . . . , X j ) = 0 sehingga 

berdasarkan definisi dengan memisalkan x, = X2 = •" = x„_, G X maka 

c / ' (X j , . . . , x , ) = J ( X i , X i , . . . , X i ) = 0 . 

3. Karena d adalah n-way distance di X maka dengan menggunakan aksioma ke-2 

dari n-way distance terhadap x , , . . . , x „ , x „ G X kita punya 
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n 
d{x,,...,x„)<^d(x„...,x^_^,x^^,,...,x„,x„) 

1=2 

Misalkan x,,...,.v„_, e X kemudian dengan menggunakan aksioma ke-3 dari « -

way distance 

d'{x,x„_,) = J ( x , , X , , X 2 , . . . , x „ . , ) < < i ( x , , X 2 , . . . , x „ ) 

^ J^d(x,,---,x,_„x,^^,...,x,„x„) 

1=2 

n 

— ^ d{x^, Xj , ..., •X:,_i, X,+] 5 • • •) •'̂ n ) 
1 = 2 

= 2]^'(x,,---,J^i-,,-x:,+,,...,x„)-
1=2 

Karena d' bersifat simetrik total dan memenuhi ke-3 aksioma dari (n-1)-way 

distance maka d' adalah (n-l)-way distance d iX . 

Selanjutnya kita menggunakan lemma 3.3.1 ini untuk menjelaskan konstruksi 

2-way distance dari n-way distance .Berdasarkan lemma tersebut pemetaan 

d':X'''^-^R* berlaku untuk setiap n > 2 dengan n bilangan bulat, sehingga 

apabila d adalah n-way distance maka d' adalah ( n -1 ) -way distance dan dengan 

pola defenisi di 3.3.1 apabila d' adalah ( n - l ) - w a y distance maka d" adalah 

(n - 2)-way distance, dan seterusnya sehingga akhimya apabila d' adalah 3-way 

distance maka dengan pola yang sama disimpulkan d" adalah 2-way distance . 

Sehingga dapat disimpulkan apabila d adalah n-way distance lemah maka dengan 

pola defmisi di lemma 3.3.1 diperoleh d" adalah 2-way distance padaX. 

Disini kita akan membentuk langkah-langkah konstraksi dari n-way distance 

ke ( n - l)-semimetrik dengan n > l dan X terbatas dengan menggunakan sifat dan 

aksioma yang berlaku di n-way distance. 
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Lema 3.2.3. Misalkan n>l dan misalkan d adalah «-way distance di X y a n g terbatas, 

dan untuk semua x^,...,x„ G X berlaku d'(xi,...,x^):= '^d(x^,x^,...,x„) maka d' 

adalah (n-l)-semimetrik d iX. 

Bukt i : Kita harus menunjukkan bahwa d' simetrik total dan memenuhi 

pertidaksamaan simplek. 

1. Misalkan x^,...,x„ eX karena d adalah n-way distance di yang terbatas 

maka d bersifat simetrik total sehingga untuk setiap permutasi 7i dari 

{ r , l , 2 , . . . , n ) berlaku 

d(x^,X„...,xJ = d (X (̂̂ ) , , ..., X^(„) ) 

2 d(x^,x„...,xj^ 
x,eX x^eX 

sehingga 

x^^X x,^X 

jadi untuk setiap permutasi jz dari { l , . . . ,n } berlaku 

^'(X,,...,X„) =^'(X^(1 ) , . . . ,X^(„) ) . 

2. d adalah n-way distance maka untuk semua x , , . . . , x„^, e X dan Vx^ e X berlaku 

^/(Xj., X,,...,x^) < 2di^x.^,X,,...,x,_,, x , ^ , , . . A : ^ ^ , ) 

1=1 

maka dengan menggunakan pertidaksamaan diatas diperoleh 

x,^X 

n 

^ ZZ^(^r.^n--MX,_„X,+„...,X„^,) 
X, 1=1 
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- Z Z ^(^r, ^ 1 , • • X,-., x,+,, • • ) 
;=1 x . e X 

1=1 

3.3. Kesetaraan ruang Bernorma-n 

Sampai saat ini amat sedikit ahli matematik yang membincangkan masalah ruang 

bemorma-n. D i antara yang membincangkannya adalah K i m & Cho. (1996.). 

Definisi ruang bemorma-« pertama sekah diberikan oleh Misiak (1985). 

Definisi 3.3.1. Misalkan n e^A^^danA'ruang vektor nyata berdimensi d, dengan d > n 

(dalam hal ini d mungkin takhingga), fungsi bemilai nyata ||.,...,.|| : X x ... xA" 

R, disebut bemorma-« pada X b i l a memenuhi syarat berikut 

1. \\xi, ..., Xn\\ = 0 j ika dan hanya j ika x i , . . . , X n bergantimg linear, 

2. Ijxi, . .., x„|| tak bembah terhadap permutasi, 

3. \\Xi, . . ., Xr.-i, aXnW = a ||Xi, . . ., Xn-U COCnW, 

4. ||xi, . . ., x„.i, y + z\\< ||xi, . . ., x„.i, >̂|| + ||xi, . . ., x„.i, 2\\. 

Dengan kata lain {X; || . ||) disebut ruang bernorma-n. 

Contoh sederhana ruang bemorma-« adalah X = R " yang norma-n pada X 

didefinisikan sebagai mutlak bagi penentu dengan 

|X/,....X, Pnt 

Xji ... Xy„ 

dengan x̂  = ( x,i , . . ., x,„) 7? " unftik setiap / = 1, . . ., n, yang Pnt mempakan 

determinat. 

Berdasarkan definisi ruang bemorma-« di atas, mengikut cara yang sama 

dengan mang bemorma-2, maka dapat ditunjukkan bahawa 

1. ||xi, . . . ,x ,||>0. 

2. ||Xi, . . ., X„.i, Xn\\ = ||Xi, Xn-l, Xn + CtlXi + ... + an.\Xn-\\\ 
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untuk semua x i , . . ., x„ eXdm Un-i eR. 

Misalkan (X; ||.,..,,.||) ruang bemorma-/? dikatakan terpisahkan jika mempunyai 

basis terhitxmg. Berdasarkan definisi ruang bemorma-n itu akan didefinisikan ruang 

bemorma-(n-l) dan secara aruhan dapat didefinisikan ruang bemorma. D i sini juga 

akan ditunjukkan bahwa suatu barisan konvergen pada ruang bemorma-n j ika dan 

hanya j ika barisan tersebut konvergen pada ruang bemorma-(n-l). 

Misalkan (X; I I I I ) mang bemorma-n terpisahkan berdimensi d > n dan 

A ^ {e, : i = \,2, . . ., n } basis untukX. Selanjutnya didefinisikan norma-{n-\) pada 

ruang bemoima-n seperti ||.,... ,.||<„ : x... x X -^R dengan 

\\xi,.-,Xn.i\\co := maks { ||xi,...,x«.i, e,\\ ; / = 1, 2, . . ., n (3.3.1) 

Teorema 3.3.1. Fungsi (3.3A) adalah suatu norma-(n-l) padaX. 

B u k t i : Akan ditunjukkan ||.,... ,.||«,memenuhi empat sifat norma-{n-l). 

1. Jika x i , x„.i bergantung linear, maka ||xi,...,x„.i, e,|| = 0 imtuk setiap/= 1, 

2, . . ., n, seliingga !|xi,...,x„.i||«, = 0. Sebaliknya j ika ||xi,...,x„.i||«, = 0, maka 

||.vi,...,x„.i, e,|l = 0 dan x i , . . ., x„.i, e, bergantung hnear untuk setiap ; = 1, . . n, 

sehingga x i , . . . , x„.i bergantung linear. 

2. Oleh karena || .vi,... ,x„.i, e, || adalah tak bembah terhadap sebarang 

permutasi pada (xj, . . ., x„.i}, maka || xi,...,x„.i, g; || juga tak bembah terhadap 

permutasi. 

3. ||xi,...,ax-„.i||«,:= maks { ||xi,...,car„.i, e,|| ; / = 1, 2, . . ., n 

= maks {«||xi,...,x,.i, e,\\ ; / = 1, 2, . . ., n 

-- a maks { ||xi,... ,x, . i , <?,j| ; / 1, 2, . . ., n 

= Cf||.Vi,...,aX„.i||oo 

4. \\xu...,axn-2,y+z\\a,:^ maks { \\xi,...,oa:n.2,y+z,e,\\ ; / = 1, 2, . . ., n 

< maks { ||xi,...,C(x„.2,v,eil| + 

maks { \\xi,...,ax„.z^+z ei\\ ; / = 1, 2, . . ., n 

= ||Xi,...,CDC„.2,>'i|«,+ ||Xi,..,,QX„.2, Z|U 

Afdbat3.3A. Setiap ruang bernorma-2 yang terpisahkan adalah ruang bernorma. 
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Catalan. Untuk 1 <p < oo^ fungsi \\xi,...,Xn-\\v • ̂  Z l 

mendefinisikan suatu norma-{n-\) pada.Y. 

x„....,x^_i,e^ juga 
1=1 

Berikut ini akan diberikan contoh standart norma-n. Misalkan X ruang hasil 

kali dalam nyata yang berdimensi d>n. Norma-n standart didefinisikan sebagai 

X j , . . . , A ' , j 

( X , 2 , - V l ( x „ , x „ ) 

dengan <.,.> menyatakan hasil kali dalam pada X (Jika A T = /? maka norma-n ini 

adalah sama seperti norma-n Euchdan || .\\E . Untuk « = 1, maka norma-n di atas 

merupakan norm biasa yaitu \\x]\\s = {x^.x^^'i, yang menyatakan panjang vektor x i . 

Untuk « = 2, berlaku \\\ 2 
X i , X 2 s = ilkl s 

X i ^ - (x j , X J ) yang menyatakan luas segi 

empat yang dibangun oleh xj dan xi. Hal ini akan sama dengan hubungan berikut: 

{x,y) (x,z; 

2. {x,y\z) = 

[y,2) {z,z] 

= {x.y)\2\^ -{x,y){y,z) 

3. {x,y\7) < ^{x,x y-y 

seperti yang dikemukakan oleh Dimiimie et al. (1973, 1974, 1977) 

Selanjutnya j ika A ' ^ R^. maka I V J . X J . X J H ^ = j{.v,,X2,X3|j„ yang menyatakan 

isi padu paralelepiped yang dibangun oleh x i = ( xu , x^ , x ^ ) , X 2 = ( X2\, X22, 

X23) dan X 3 = ( X 3 1 , X 3 2 , X33), yaitu 

( X i , X i ) ( x i . X j ) (-1 .Xj) 
1 
2 

^11 X^2 ^13 

( x 2 , X i ) ( X 2 . X 2 ) ( - 2 = X2I X22 

( ^ 3 - ^ 1 ) ( X 3 , X 2 ) ( -3 'X3) X31 X32 X33 
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Maka secara amnya ||xy ,...,x„ j ^boleh ditafsirkan sebagai volume parallelepiped yang 

dibangun oleh xi, xz, . • ., x^ padaX 

Misalkan A = {ej : i e l } dengan I 3 {I, . . k} adalah suatu basis 

orthonormal bagi X. Maka berdasarkan teorema d i atas, fungsi 

Ik i , . . . ,.v„.i|U ^^ks { ,Xn-i, etW ; /• = 1, 2, . . ., n 

mendefinisikan suatu norma-{n-\) pada X sehingga untuk X ruang bemorma-n 

standait, diperoleh ||xj,...,x„_i||^ < 

untuk semua x i , xz, • • ., eX. 

Pada ruang bemorma-n standart, kita peroleh hubimgan 

||xi,...,x„.i||«, < j|xi,...,x„.i|j^< -V^||xi,...,x„.i||«, 

untuk semua x i , . . . , x„.i eX. 

Teorema 3.3.2. Misalkan X suatu ruang bernorma-n standart, maka norma-(n-l) 

setara dengan norma-(n-l) \\.,...,.\\s.standart 

Bukt i : Misalkan x i , . . ., x„.i bergantung linear. Untuk setiap / = 1, . . ., n, 

dilambangkan e, = ef + ej- dengan ef e span {xi, . . . , x^-i} dan e- ± 

span {xi, . .., x„.i}, maka kita peroleh ||xi,.. < ||Xi,...,X„.i||j. 

Sebaliknya ambil unit vektor e = aiei + ... + a„en sehingga e ± span {xi, ... , x„. 

1} (di sini diandaikan x i , . . . , x„ bergantung linear). Maka dengan menggunakan 

ketaksamaan Cauchy Schwarz, diperoleh 

z a. 

^ 1. 
> 2 

1 1 ^ ^ ] Z « / 

/=1 u = i 

sehingga ||xi,... ,x„.i||̂  < -̂ 7̂||xi,... ,x„.i| 


