BAB HI
TEOREMA TITIK TETAP PADA RUANG BANACH

KONVEK SERAGAM

Sebagai mana tujuan penelitian ini , yaitu untuk membuktikan adanya solusi
tunggal dalam ruang Banach Konvek Seragam yang dikemukakan oleh P.Veeramani
[1992]. Untuk itu dijelaskan terlebih dulu teorema titik tetap yang dikemukakan oleh

S.Banach [1922] demikian juga sifat T-renguler,

3.1. Teorema Titik Tetap Pada Ruang Banach.
Definisi 3.1.1.Misalkan (X.d) ruang metrik. Pemetaan T : X — X dikatakan kontraksi
pada X jika terdapat 0 <o <] sehingga untuk setiap x,y € X berlaku :

d( Tx, Ty) <a d(x,y)
Secara geometris diartikan bahwa bayangan x dany saling berdekatan dengan masing-
masing titik x dan vy, lebih tepat lagi perbandingan d(Tx,Ty)/d(x,y} < o dengan o < |
Definisi diatas terkenal dengan “ Prinsip Kontraksi Banch” Penulisan T(x) sering ditulis
dengan Tx, dan untuk selanjutnya,

T’x =TTx

Tx) = T(I*x) = T(T(Tx)

™ =T(T"'x).
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Lemma 3.1.2. Sctiap kontrakst 1 pada ruang metrik adalah pemetaan kontinu,
Bukti :
Misalkan T adalah pemetaan kontrakst maka terdapat o < 1 sehingga untuk setiap
x,ve X berlaku
HTx, Ty) < o Hx,v)
Syarat pemetaan T konfinu pada x ¢ .V bila untuk sctiap £ > () terdapat § = ) sehingga

dixy) <& maka d(Ix,Ty) < g untuk x,p < Y

Pilih & =  maka untuk setiap & > O terdapat & = 0 sehingga d(x,31) < & maka
74

(Tx, Ty) < £ untuk setiap x,3r = X

Sehingga terbukti bahwa pemetaan kontraksi T adalah pemetaan vang kontinu,

Teorema 3.1.3. (Teorema kontraksi Banach)
Misalkan X" adalah ruang metrik lengkap. T 20— ¥ adalah pemetaan kontraksi pada X,
maka terdapat satu dan hanya satu x <.\ schingga Tx =x.
[Dalam hal mi x disebut titik tetap.
Bukdti :
Misalkan x dan v dua titik sebarang di X dan dTx,Ty)< adx,y) untuk 0 o <0
dan untuk  A(T’x, %) = d(T(Tx), T(13)
= oe(Tx, Ty); |

= ohd(x,y)
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ATV = d (TP T))
~ ad(1h 1)

= d(x,y)

d('['“x,'l'"}’) - d(-l-(..[.n-lx’.l.n.ly))
= lxd('.l'M,\:,'I"""y)

= o d(x,¥)

maka diperoleh
dOI 1) wl dix,y)  denpan oy X
Selamjutnya, pilih x, .V sebarang . Delinisikan
xp = T,

- .
xp = Iay = T

x = Ty =TT 55} = T

sehingga untuk setiap » > O berlaku  x, = T, .
Akan ditunjukkan

(i) {x,} adalah barisan cauchy

(1) lerdapal satu dan hanya satu x < U selingga Tx =
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~ad (i) Untuk menunjukkan (x,) adalah barisan cauchy, misalkan » > n dan m -
n+p. Untuk p e N sebarang, maka

d(.l',; .xm) = (](.'L’,; "\A”'*ﬁ)

1A

Ay, Xnai) A (X, Xnaz) b 1 d(Xyapp s Xnsp )

AT, Ty + d(T% e, T %)+ (17, T ™))

& o x,) + & g,y b dixa,x)

[Fa

= Ao x (Vv at o v d

o
Karena (1 +a+ o + . .....)= ZQ" untuk 0 < o <1 akan konvergen
k=0

ke ——lm, sehingga
1-a

d(Kn,}{m) <d CJ{X@.-’CJ) Zak
k=0

I
o dixg, xq)

sehingga d(x, xn) <
I -a

karena lim o" = 0 untuk 0 < o <1, maka akan terdapat & > 0 sehingga

d(xg,xy) < & dengan kata lain, barisan (x,) adalah barisan cauchy dalam
ruang melnk lengkap X,

. ad (i) Selarjutnya akan dibuktikan bahwa terdapat solusi tunggat dari T.
Karena X' lengkap, maka untuk setiap barisan cauchy di X, terdapat

x < .Y sehingga I iy, =v. Karena T koniinu maka akan berlaku juga

n - e

15
@ Repository University Of Riau

PERPUSTAKAAN UNIVERSITAS RIAU
http://repository.unri.ac.id/




fim Tx, - T Tetapl karena Ty, x,,, berartt (Tx,) adalal subbansan

f oy
dari (x,) yang juga konvergen ke x. Jadi diperoleh Tx =x. It berarti v
adalab titik tetap dart 1.

Untuk menunjukkan ttitik tetapnya tunggal, misalkan v Jan v dua titik
tetap pada T dengan v 523, Maka Tx ~x dan Ty -y dan

O dxy = Ky Ty) 2o dy )

Karena v # y maka ({v.3) » O, akibatneya oc-1. Ini bertentangan dengan
o < 1, jadi haruslah v = v
Teorema 3.1.4. Misalkan (V,«) adalah ruang metrik lengkap dan To¥ > X adalah
suatu pemetaan. Bila T" adalah pemetaan kontraksi pada .V untuk suate m, maka T
mempunyai hitik tetap.
Bukti
Misalkan B = T" adalah sualu kontraksi pada .Y . Berdasarkan feorema 3.1.3,
B mempunyai titik tetap tunggal sebutlah ¢ . Jadi Bx = 5 . KarenaituB" ¢ = ¥

Selanjutnya klaim lin B"x = £ untuk setiap x X

Ay

Untuk membuktikannya , didefinisikan batisan (x,) sebagai berikul -

Xo™ X
X, = Ax
X By, 0 Rlxa
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Nenurut proses pembukiian feorema 3.1.3, maka terdapat v2 .\ sehingga fn (x) v

Ak
"

atau fim B, = lim B"x — y. Elemen y ini fak lain adalahi titik tetap dari 5. Karena

Fesm

tittk tetapnya tunggal maka harusiah p - ¥ sehingga unfuk settap © < .V

lim B'x = x
n—m
Untuk  menurjukkan T mempunyar ik tetap, misalkan Twe < Y maka

im BTy~ ¥

-0

mn To -«

schingga & = hm'T XX
C et e c ey -

= im T 8 = Im TT™) <

=tmTA" s =lmTx = x

JTadi x merupakan titik telap dari T. karcna setiap titk tetap dari T juga

merupakan tifik tetap dart 5 maka T tidak mempunyai lebih dar satu titik.

3.2. Teorema titik tetap pada ru_;mg Banach konvek seragam.

Sebelumy membuktikan keberadaan dan itk (ctap dalam ruang Banach konvek

seragam  akan diberikan dahulu delinisi dan sifat dart himpunan T-reguler vang

diperlukan untuk membaniu membuitiian teorema selanjutnya .

Definisi 3.2.1. Misalkan X mang vestor bermnorm Ao X dikatakan himpunan
T-reguler jika dan hanya jikamemenuhi

(O T: 454
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(1) (e+Tay2 o ‘
Sifat-sifat dari himpunan T-Reguler:

a) Misalkan \" ruang vektor dan {1} ..; o X maka ﬂ;i,, dan U_flrr adalaly himpunan
T-Reguler.

b} Misalkan X merupakan ruang vektor dan ‘T : X" —X adalah transformast linier. .4
dan /7 subset dari X" Maka T(4), T(41 B) merupakan himpunan T-reguler.

¢) Misalkan X merapakan mang vektor topologi dan T : V-»X" adalah pemetaan
kontinut. 4 < X dan 4 adalah bimpunan T-reguter. Maka A (closure AY juga
merupakan himpunan T-reguler.

d) Misalkan X ruang Banach konvek seragam. /72 V7, /7 terbatas maka ada Tw ~x

untuk setiap xe & atau terdapat x, </ sehingga sup | }ix N |] cx ol Y x0T

Bukti :

Pada bagian ini sifat-sifat yvang akan dibuktikan banyalah sifaf-sifat vang akan

digunakan pada pembahasan sclanjutnya yaitu .

(a) Misalkan .Y ruang vektor dan {f,}q.; adalah koleksi himpunan T-reguler  subscl
dari .Y sehingga T : .4, >4, dan (viTxY2 < A, wniuk setiap x e A, dan
oe 1. Akan ditunjukkan

L@, T: 0 N,

(). 0+ Ty2 ¢ N A, untuk setiap ye (A4,
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2. (i) T:Uds— Udg

(i) (v + Tx)y2 ¢ U4, untuksetiapx ¢ UA,

ad 1.
(i) Misalkan sebarang y € M A, artinyay < 4, untuk setiap o0 € 1. Karena
Ay adalah himpunan T-reguler maka Ty <4, unfuk setiap o < [
akibatnya Tv ¢ NA,.
Sehingga T = (.4, >4,
(i) Misalkan y e A, artinya y < A, untuk setiap o ¢ 1. Karcna A,
adalah himpunan T-reguler maka Tv < A, untuk setiap o « T dan
(y+Ty)/2 € A, akibatnya Ty ¢ {14, unluk setiap o € I. Sehingga akan
berlaku (viTy)2 € (4,

ad 2. | !
(i) Ambil scbarang x = {4, artinva x €4, paling kurang untuk satu o,
Artinya Tx ¢ A o ¢ 1. akibatnva Tx ¢ UAd, selingga
T:UA,—>UA,
(i) Dari (1), karena x < U1 artinya x € 4, paling kurang untuk satu .
Karena A, himpunan T-reguler, maka Tx ¢ A paling kurang satu
oo e | dan (x+1x)2 & A, akibatnya Tx ¢ A4, . selungga berlaku

(x + To)2 clld,.
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Sehingga terbukti ™ A, dan w A, adalah T-renguler.
d). Misalkan untuk setiap x € F, x = Tx. Untuk sebarang y ¢ F, || y - Tx}| < 8(F).
Misalkan x, = (x + Tx)/2. Karena F adalah himpunan T-Renguler maka Tx € F

Dan x, € F. Dari definisi ruang Banach Konvek Seragam terdapat o ; 0 < a < |

schingga {| xo—y || & 8(F) jadi & (xo, F} < o &(F).

Lemma 3.2.2. ( Lemma Zorn) .Misalkan M himpunan terurut parsiai M =@ .S c M
mempunyai batas atas di M. Maka M mempunyai elemen maksimum .

Bukti : [1]

Teorema 3.2.3. Misalkan X adalah ruang Banach Konvek Seragam dan K adalah
himpunan T- Renguler kompak lemah K tak kosong dan K < X. Misalkan pula F C K
himpunan tutup dengan &(F)> 0, maka terdapat [}, 0<[( <1 sehingga

| Tx — Ty || < makas { || x -y ||, &F) } untuk setiap x,y ¢ F, maka T mempunyai
titik tetap di K.

Bukti :

Misatkan K himpunan T-renguler kompak lemah, artinya untuk setiap x, ¢ K
terdapat subbarisan xx —” x, x € K. Dan K memenuhi definisi dan sifat dari
himpunan T - Renguler vaitu : (1) T: K — Kdan (i) ( x + Txa)¥2 € K.
Selanjutnya misalkan F adalah himpunan tutup lemah, F ¢; K, artinya himpunan F tutup

dalam ruang topologi lemah dari K.
Berikutnya misalkan H merupakan semua himpunan tutup lemah, H tak kosong

dan H c K. Dengan menggunakan sifat 1 dari himpunan T-Renguler dan lemma Zom
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maka F merupakan elemen minimum dari H karena H tutup dan terbatas .
Asumsikan untuk suatv x e F, x # Tx.
Karena F adalah hifnpunan T - Renguler dan F terbatas maka terdapat x, € F dan
o, 0< a <1 sehingga:6(x,,F) <od&(. . (1)
Dari asumsi terdapat [B(F), dengan 0 <p3(J)<1 sehingga:
| Tx — Ty || < maks { || x — y il ,p 8(F), untuk setiap xy e ¥ ... (2)
dari (1) dan (2) diperoleh : || Tx - Ty || < B &(F).
Misalkan oo = makas { o.,p }.
Eo={x € X:8(x,F) <agd(F) }
Fo=FE¢ nF
xo= Ep mF maka F, tak kosong dan dan sifat (i), karena F himpunan tutup lemah
dan E; himpunan T- Renguler maka Fo juga tutup lemah.
Anggaplah x € Fp, dan ||[Tx - Ty || € oy &F) untuk setiap y € F, maka T(F) berada
dalam bola tutup U|Tx, oy 6(F)).
Int berartt T( F » U) < (F nU) karena F himpunan T-Renguler dan U adalah
himpunan konvek, maka (FU) juga merupakan himpunan T-Renguler. Berdasarkan
sifat minimum dari F maka berlaku T(F,) — Fy dan karena Fo= Ey m F dimana E,
dan F adalah himpunan T-Renguler maka Fy juga merupakan himpunan T-Renguler
Sehingga Fy € H, tetapi 6 (Fy) < 6 (F). Ini kontradiksi dengan pengandaian jadi untuk

suatu x € F harusalah x = Tx, maka terbukti T mempunyai titik tetap di K.
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